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All We Can Learn

Aufgabe 1: Pfade, Cauchy-Integralformel und Anwendungen

In dieser Aufgabe arbeiten Sie mit Pfaden (Konturen) in der komplexen Ebene, der Cauchy-
Integralformel und deren Anwendungen. Gegeben seien v eine geschlossen orientierte Kurve,
sowie f eine analytische Funktion in einer Umgebung von ~.

a) Cauchy-Integralformel. Die Formel lautet

fleo) = o= f g

2mi ), 2 — 20

gilt unter der Voraussetzung, dass f in einer Umgebung von v analytisch ist und 2y im Inneren
von v liegt.

Aufgabe: Seien v der Einheitskreis |z| = 1 (positiv orientiert), f(z) = 2z? und 2o = 0. Berechnen
Sie
I = ﬁdz.

'yZ_ZO

Geben Sie das Ergebnis an und vergleichen Sie es mit

2mi f(20) = 2mi f(0).

b) Ableitungen via CIF. Fiir f analytisch in einer Umgebung von ~ gilt

f'(z0) = L 7{—( /) 5 dz.

271 z— 2p)
Aufgabe: Bestimmen Sie f'(z) fiir
fz)=¢€ z2=1, ~: z(t)=2¢", t €[0,2n].

Nutzen Sie gegebenenfalls die CIF, um eine explizite Zahl zu erhalten.

Hinweis: Formeln und Berechnungen sollen sinnvoll getrennt und sauber gesetzt werden.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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All We Can Learn

Aufgabe 2: Residuen, Pfade und Anwendungen

In dieser Aufgabe arbeiten Sie mit dem Residuentensatz (Residuensatz) und Anwendungen der
Konturenintegration auf konkrete Beispiele sowie mit Realintegralen, die durch komplexe Contour-
Methoden gel6st werden.

a) Residuen-Satz. Seien 7y : |z| = 2 positiv orientiert und

Berechnen Sie das Kurvenintegral

7{ £(2) d=.

/Hinweis: Bestimmen Sie die Residuen von f in den Polstellen innerhalb von |z| < 2 und wenden
Sie den Residuensatz an./

b) Reales Integral via Kontur. Verwenden Sie den Residuensatz, um das reale Integral

/ * dx

o 2241

zu bestimmen. Skizzieren Sie die Wahl der Kontur (obenhalb der Realachse) und die Anwendung
des Jordan’schen Lemmas, sofern notwendig. Geben Sie das Ergebnis als Zahl an.

c) Zusatzaufgabe (optional). Sei
(2) = 2241
= 2(z—1)

und 7 sei |z| < 2 Kreis um den Ursprung. Berechnen Sie

7{ g(z) dz

unter Angabe der relevanten Residuen innerhalb |z| < 2.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com
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All We Can Learn

Aufgabe 1: Pfade, Cauchy-Integralformel und Anwendungen

Lésung zu a)

Gegeben sei v der Einheitskreis |z| = 1 (positiv orientiert), f(z) = 2% und z; = 0. Es gilt

2
I = /(z) dz = %Z—dz = j{zdz.
v F TR0 v % ¥

Berechnung direkt (Parametrisierung):

2(t) =€, dz=ie'dt, te€]0,2n]

Dann

27 2T ] 2r egit 27 1 ‘
I= / 2(t)dz(t) = / e (ie") dt = z/ X dt =i [ , 1 = (e —1) =0.
0 0 0 2 2

t 1o
Nach der Cauchy-Integralformel gilt wahlweise auch
I =2mi f(z) =2mi f(0) =0,

da f(0) = 0. Damit stimmen die Werte tiberein.
Lésung zu b)

Fir f analytisch in einer Umgebung von ~y gilt:

f'(z0) = 1 ]4 % dz.

2mi
Gegeben sei f(z) =€, 20 =1, 7: 2(t) = 2¢" (t € [0,2n]). Dann ist
f'(z0)=f(1)=¢' =e.
Nach CIF erfiillt die gegebene Kontur diese Annahmen, sodass

1(2) =27 f'(1) = 2mie
imdz—Q F(1) = 2mie.

Hinweis zur Darstellung: Die Terme wurden sauber getrennt und die CIF-Stellen jeweils
explizit angegeben.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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All We Can Learn

Aufgabe 2: Residuen, Pfade und Anwendungen

Lésung zu a)

Gegeben sei v : |z| = 2 positiv orientiert und

z z
= A= tooery
Die Polstellen liegen bei z =i und z = —i (beide innerhalb von |z| < 2).

Residuen berechnen: - Residuum bei z = ¢:

z Z i 1
Res(f, 1) ZEE(Z i) (z —i)(z +1) z24ilz= 14+17 2
- Residuum bei z = —i:
z z —t 1
R —i) = li ' = = 5
es(f, —i) = lim (2 +1) (z—i)(z+1) z—ileesi —i—i 2

Summe der Residuen innerhalb von 7: % + % =1

Anwendung des Residuensatzes:

]{f(z) dz = 2mi Z Res(f, z,) = 2mi - 1 = 27i.
v

|zk]<2

Losung zu b)
Gesucht ist

/ > dx
e T2+ 1
Wiéhle den Kontur I'p = [— R, R|UCg mit dem oberen Halbkreis C'r der Radius R. Die Funktion

1
2241

f(z) =

hat Pole bei z = 4. Binnen der oberen Halbebene liegt nur z = 7. Die Residue dort ist

1 1
R ) = li —1 = —.
es(f,1) = lim(z — ) = =
Aus dem Residuensatz folgt
. : o1
(z)dz = 2mi Res(f,i) =2mi- — = 7.
T'r 21

Der Beitrag des grofen Halbkreises verschwindet (Jordan-Lemma), denn fiir large R gilt

1

2241

=

dz
< Linge(Cp) -
/ch“rl’_ énge(Cr) max

Daraus folgt

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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L6sung zu c) (Zusatzaufgabe, optional)

Es gilt

(2) 22+1

2) = ———

g 2(z—1)

mit Pole an z = 0 und z = 1 (beide einfache Pole). Innerhalb von |z| < 2 liegen beide Pole.
Residuen berechnen: - Res(g,0) = lim, ,9zg(2) = lim, 02t = L = —1. - Res(g,1) =
limz—ﬂ('z - 1) g(Z) = lim, ZQ;H = %1 = 2.
Summe der Residuen: —1 +2 = 1.
Damit

j{ g(z)dz =2mi - 1 = 2mi.
|z]<2

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
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