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All We Can Learn

Aufgabe 1: Residuensatz und Residuenberechnung mit An-
wendungen

Im Folgenden befassen wir uns mit dem Residuensatz, Residuenberechnung und typischen Anwen-
dungen in der Konturkomplexen Analysis. Es werden verschiedene Poletypen (einfach, mehrfach)
betrachtet und konkrete Konturintegrale diskutiert, deren Werte sich iiber Residuen bestimmen
lassen.
a) Sei

A

&= he =y

Bestimme die Residuen von f an den Polen z = 0, 1, 2. Verwende dazu die Residuenformel

Res(f, z,) = lim (z — zx) f(2),

Z— 2L

und gib danach das Konturintegral

?{f(z) dz

r
an, wobei I' die Pole z = 0 und z = 1 einschliefst, aber z = 2 aukerhalb lasst.

b) Betrachte

(2) sin z

z) = ——.

g 2241

Bestimme die Residuen von ¢ an den Polen z = 7 und 2 = —i. Nutze diese Residuen, um das

Konturintegral

]|{|22 g(z)dz

c) Anwendung: Bestimme das Konturintegral

zu berechnen.

f ze* d
Z?
=3 (2 = 1) (2 +2)
und gib die Residuen innerhalb des Konturs an, bevor du den Wert des Integrals angibst.

d) Sei
eZ

h(z) = m

Bestimme die Residuen in z = 0 und in z = 1. Diskutiere, wie der Residuensatz bei Mehrfachpolen
angewandt wird (inklusive der entsprechenden Formel).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2: Erweiterte Residuenberechnung und reale Kontur-
Integrale

Betrachte meromorphe Funktionen und deren Residuen in einfachen und mehrfachen Polen. Ziel
ist, Konturintegrale zu berechnen und reale Integrale iiber Konturen in der komplexen Ebene
mittels Residuen zu evaluieren.

a) Sei

z(z—1)

Bestimme die Residuen in den Polen z = 0 und z = 1. Ziehe daraus das Integral

7{ F(2)dz

heraus, wobei I ein Kreis ist, der beide Pole einschliefst.

F(z) =

b) Betrachte

z
K(z) = ——.
Berechne den Residuum Res(K, z = 1) unter Anwendung der Formel fiir Mehrfachpole
1 ) dm—l .
Res(f) ZO) = lim [(Z - ZO) f(z)j|7

(m — 1)l 2520 dz™m!
wobei m die Ordnung des Pols ist. Anschliefsend bestimme das Kontur-Integral {iber einen Kreis,

der z = 1 einschlieRt.
/ sin de
oo T

mit Hilfe von Konturmethoden und dem Residuensatz. Skizzieren Sie die relevanten Konturen
und die Anwendung des Satzes.

c) Evaluieren Sie das reale Integral

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 3: Anwendungen des Residuensatzes in Physik- und
Signalanwendungen

In diesem Abschnitt werden klassische Anwendungen des Residuensatzes in Physik oder Sig-
nalverarbeitung behandelt. Es wird erwartet, typische Integrale durch Residuen zu l6sen und die
Bedeutung der Pole im Frequenzraum zu verstehen.

a) Sei
eiz

L(z) = ——.

Bestimme die Residuen in den Polen z = ¢ und z = —% und berechne

fz R

fiir ein Kreis R > 1, der beide Pole enthilt.

[
Ceo X+ 1

Wende Konturmethoden an, um den Wert dieses Integrals zu bestimmen, und erlautere die Rolle
der Pole im oberen Halbfeld.

b) Betrachte das reale Integral

c) Diskutiere kurz, wie Residuen verwendet werden kénnen, um Diffusions- und Wellenprobleme
in der komplexen Ebene zu modellieren, insbesondere im Zusammenhang mit Frequenzantworten
und Stabilitdt von Systemen.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com
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All We Can Learn

Aufgabe 1: Residuensatz und Residuenberechnung mit An-
wendungen — Musterlosung

a) Sei
22—z

J) = 2(z—=1)(z—2)

Die Pole der Funktion sind bei z = 0,1,2 (allesamt einfache Pole). Zunéchst vereinfache ich f
durch Kiirzen des gemeinsamen Faktors z:

B 22—z o221 2?2 —1
&) = o=y " -0 G-DkE-2

Da sich der Faktor z im Zahler und Nenner kiirzt, ist z = 0 eine entfernbare Singularitit (keine
Polstelle). Ebenso kiirzt sich auch der Faktor (z — 1) im Zahler mit dem Nenner, sodass z = 1
ebenfalls eine entfernbare Singularitéit ist. Folglich hat f an z = 0 und z = 1 den Residuensatzwert
0.

Berechnung der Residuen an den verbleibenden relevanten Stellen via Residuenformel (fiir einfache
Pole): - Pol z = 0: Von der Kiirzung folgt, dass z = 0 kein echter Pol ist; Res(f,0) = 0. - Pol
z = 1: Ebenfalls eine entfernbare Singularitét; Res(f,1) = 0. - Pol z = 2:

Res(f,zzZ)zli_}rr;(z—Q)f(z):lim = =—-=3.

Damit lauten die Residuen

Res(f,0) =0, Res(f,1) =0, Res(f,2) = 3.

Das Konturintegral iiber I', das die Pole z = 0 und z = 1 einschliefst, aber z = 2 auflerhalb lasst,
ergibt dann

f;f(z) dz = 271 (Res(f, 0) + Res(f, 1)) —0.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

b) Betrachte _
sin z
9(z) = 21
Die Pole von g liegen bei z = +i (einfache Pole, da 22 +1 = (z —i)(z + 1)).
Berechnung der Residuen:
sin z siné  sing

Res(g,z = 1) zlilg(z Z)(z—i)(z-l-i) 141 21

Da sin(i) = isinh(1) gilt, folgt

i sinh(1)  sinh(1)

R =1) = ey
es(g,z = 1) . 5
Analog
, , , sin z sin(—i)  —sini  sinh(1)
R = — — 1 — — —
esloz === G = =i T o 2
Damit gilt

sinh(1) N sinh(1)
2 2

j<1|€2g(2) dz = 2mi (Res(g, 2 = i) + Res(g, z = —i)) = 2mi ( > = 27 sinh(1).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

c) Berechnung des Konturintegrals

7{23 z—1)(z+2) dz.

Die Pole liegen bei z = 1 und z = —2 (beide innenliegend zu |z| < 3).

Residuen berechnen:

Res (—oe=1) = 2o < ht-d
(z—1)(z+2) 242, 3 3
ze* ze* (—2)e2 2
R _— g —2 = = = —
es((z—1><z+2>’z ) s, -3 3
Summe der Residuen: 9
-2
—e "

e
Res,—1 +Res,—_o = -
€s,—1 +Res,—_o 3 + 3
Daraus folgt das Konturintegral

ze? e 2 271
" de=omi =4+ Ze2) = 222 2¢72) .
f et (5 5) = 5 era)

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

d) Sei
eZ

h(z) = ——.
() z(z—1)2
Es gibt einen einfachen Pol bei z = 0 und einen Doppelpol bei z = 1.

Residuen berechnen: - Residuum bei z = 0 (einfacher Pol):

z 0
=1.

: , e
Res(h,0) = llir(l)zh(z) = lli% RS e

- Residuum bei z = 1 (Anwendung der Formel fiir Mehrfachpole m = 2):

1 d

. ) _d (e e*(z—1)
2-1) lim -1 = D%h(2)] = - (?)

Res(h,1) =

z=1

Zusammengefasst:
Res(h,0) = 1, Res(h,1) = 0.

Hinweis zur Anwendung des Residuensatzes bei Mehrfachpolen: Fiir einen Pol der Ordnung m
gilt

1 ) dm—l .
Res(f, z0) = lim [(z = 20)" f(2)].

(m — 1) 2520 dzm~!

Die Summe der Residuen der innerhalb eines Konturs liegenden Pole liefert dann ¢ f(z)dz =
210y Res(f, zx)-
Ende Aufgabe 1.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2: Erweiterte Residuenberechnung und reale Kontur-
Integrale — Musterlosung

a) Sei
ez

Pole bei z = 0 und z = 1 (beide einfach).
Residuen: - Res(F,0) = lim,_, 2F(2) = lim,_,o = = f—ol = —1.-Res(F,1) = lim,,1(2—1)F(z) =
61

. ez _ _
lim,,; <=5 =e.

Das Konturintegral iiber I', das beide Pole einschlieftt, ergibt

jl{F(z) dz = 27i( Res(F,0) + Res(F, 1)) = 2mi (—1 + €) = 27i (e — 1).

b) Betrachte
z

(z—1)*
Es gibt einen Doppelpol bei z = 1 (Ordnung m = 2).
Residuum bei z = 1 (Mehrfachpol):

K(z) =

1 d

- 1K)

Res(K,z=1) = -1

Damit gilt fiir einen Kreis, der z = 1 einschliefst,

K(z)dz=2mi-1=2mi (R>1).

|z|=R
0o -
Sinx
dx
o X

mittels Konturmethoden und dem Residuensatz. Es gilt die klassische Resultatordnung:

o
sinx
/ de = .
oo T

Sketch einer typischen Beweisfiihrung (knapp): - Betrachte die Funktion f(z) = ¢*/z mit Inte-
gration iiber eine Halbbann- oder Halbkreis-Kontur im oberen Halbebenen, ausgehend von der
bekannten Methode zur Berechnung des PV-Integrals PV ffooo % dx = im. - Die Grofskreis-Limite
geht gegen null dank exp(iz) = exp(iz — Jz) fir Iz > 0, der Innenkreis um den Ursprung liefert

eine halbe Umlaufung, die zu einem Beitrag von im fiithrt. - Betrachte die Imaginéarteil-Relation:
Im ( e %dm) = [ #22dz. - Daraus folgt [~ $2%dz = 7 (in der sense of Cauchy Principal

Value).
Ende Aufgabe 2.

c) Evaluieren Sie das reale Integral

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 5
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 3: Anwendungen des Residuensatzes in Physik- und
Signalanwendungen — Musterlosung

a) Sei
eiz

L(z) = ——.
Die Pole von L liegen bei z = +i (einfache Pole). Berechne die Residuen:

iz

e e

Res(L, » = i) = lim(z — i = =—

es(L, 2 =) = lim(2 Z)(z —i)z+4) i+i 20

iz i(—4) 1
e e e e
eslloz=—) = Iy T S e
Summe der Residuen: 4
Res(L,z =1i) + Res(L,z = —i) = ¢ 2._ ‘
i

Fiir ein Kreis |z| = R mit R > 1 gilt daher

7|{|:R L(2)ds = 2 (6122_ 6) Cr(e o).

b) Betrachte das reale Integral
0 eia:
dz.
/ o2+ 1

Mit der gleichen Konturwahl (Halbbereich oben) erhélt man durch Residuensatz

. eiz ‘ . 6_1 o
ff(z)dz = 2mi (Res (22 AT z)) = 2mi (2_7,) =Tme ",

und die reale Analogie ergibt A
oo e'l$ 1
/_ e dr =me .

Aus der Realitéitsperspektive folgt die Real- bzw. Imaginérteilbildung. Die Rolle der Pole im
oberen Halbfeld ist zentral fiir die Konvergenz der Integralkonturen.

¢) Kurzbstimmung: Residuen helfen, Diffusions- und Wellengleichungen in der komplexen Ebene
zu modellieren, insbesondere bei der Bestimmung von Frequenzantworten und Stabilitdt von Sys-
temen. In der Praxis erscheinen Polstellen im Frequenzraum (komplexe Frequenzen) als Trager
von Dampfung/Phase. Die Residuen geben dabei die Beitragspotentiale der einzelnen Pole zu
einem Konturwert an; sie ermoglichen Explizitberechnungen von inversen Transformationsformen
(z. B. Laplace- oder Fourier-Transform), aus denen zeitliche Reaktionen, Entkopplungseffekte
oder Stabilitatskriterien ablesbar sind. Insbesondere bei Antwortfunktionen von linearen zeitin-
varanten Systemen liefern die Pole im Frequenzraum die Dampfung (Realteil) und Frequenzver-
schiebung (Imaginérteil) der Moden.

Ende Aufgabe 3.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 6
https://study.AllWeCanLearn.com



