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All We Can Learn

Aufgabe 1: Reihen, unendliche Reihen und Potenzreihen

Betrachten Sie typische Reihenformen und deren Konvergenzverhalten. Die Aufgaben verteilen
sich auf geometrische Reihen, p-Reihen, alternierende Reihen und Potenzreihen.

a) Geometrische Reihe

S(r) = ZT".
n=0
- Geben Sie die Konvergenzbedingung in Abhéngigkeit von r an. - Geben Sie eine allgemeine
Ausdrucksform der Summe S(r) an. - Berechnen Sie S(r) fir r = %

b) p-Reihe Betrachten Sie die Reihe

o0

1

np
n=1

- Bestimmen Sie, fiir welche Werte von p die Reihe konvergiert bzw. divergiert. - Skizzieren Sie
eine Begriindung mithilfe geeigneter Konvergenztests.

c¢) Alternierende Reihe Betrachten Sie die Reihe
i (_1) n+1
-
n=1
- Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe mittels eines passenden Tests. - Diskutieren Sie die
Art der Konvergenz (falls relevant).
d) Potenzreihe und Randpunkte Betrachten Sie die Potenzreihe

>°
n
n=1

- Bestimmen Sie den Radius der Konvergenz R. - Untersuchen Sie die Konvergenz an den Rand-
punkten x = R und x = —R (falls sinnvoll).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 2: Potenzreihen und Randpunkte

Untersuchen Sie weitere Potenzreihen hinsichtlich Radius der Konvergenz und Randpunkten.
Verwenden Sie dazu geeignete Tests (Wurzel- bzw. Quotienten- oder Integraltests).

o0 :L‘n
a) Potenzreihe E —
n

n=1

- Bestimmen Sie den Radius der Konvergenz R. - Untersuchen Sie die Konvergenz an den Rand-
punkten z = R und x = —R (falls sinnvoll).

o0

b) Potenzreihe Z ’

nl

n

n=0
- Bestimmen Sie den Radius der Konvergenz R. - Begriinden Sie, warum die Reihe fiir alle x
konvergiert (Hinweis: Quotienten- bzw. Wurzeltest).

c¢) Alternierende Potenzreihe

L (—1
Z( ) z", x| < L
n
n=1
- Bestimmen Sie den Radius der Konvergenz R. - Diskutieren Sie Randpunkte, insbesondere
x = 1, unter Beriicksichtigung der jeweiligen Tests.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 3: Anwendungen und Maclaurin-Reihen

Diese Aufgabe verbindet das Verstdndnis von Reihen mit typischen Anwendungen aus der Anal-
ysis.

a) Maclaurin-Reihe von e* Schreiben Sie die ersten fiinf Glieder der Maclaurin-Reihe von e* und
erldutern Sie, bis zu welchem Grad eine Naherung fiir kleine |z| sinnvoll ist.

b) Die Reihe fiir In(1 + x) Beziehen Sie sich auf die Potenzreihe

In(1 = —1”“33—” 1.
n(l o)=Y ()" el <

n=1

- Geben Sie den Konvergenzbereich an. - Untersuchen Sie die Randpunkte © = +1 kritisch und
diskutieren Sie die Konvergenz dort.

¢) Maclaurin-Reihe von sin 2 Schreiben Sie die ersten fiinf Glieder der Maclaurin-Reihe von sin z
und erldutern Sie deren Verwendung fiir kleine |z|.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com
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Losungen zu Aufgabe 1

a) Geometrische Reihe

S(r) = Zr” = 1+TZT" =1+7rS(r)
n=0 n=0
1
= S(r) = T Ir| < 1.
Fiirrz%folgt , ;
1) — = =
S(S) 1_% 2

b) p-Reihe
Z nlp
—.
n=1

Konvergenz
konvergiert <= p > 1, divergiert <= p < 1.

Begriindung (Integraltest):

/Ode_ o P> L
17 e, p<lL

Damit konvergiert die Reihe genau dann, wenn das Integral konvergiert. Die Reihe konvergiert
absolut (und nur dann) fiir p > 1; fiir p < 1 divergiert sie.

c¢) Alternierende Reihe

O (—1)nt!
o

Anwendung des Leibniz-Kriteriums: a, = % ist monoton fallend und lim,,_,. a, = 0. Also

konvergiert die Reihe. Da 2?:1% divergiert, konvergiert sie nicht absolut; die Konvergenz ist
also nur bedingt konvergierend. Der Wert der Reihe ist

> —1)ntl
ST
n

n=1

d) Potenzreihe und Randpunkte
o o0
2w
- Radius der Konvergenz: R = 1 (nach dem Quotienten- bzw. Wurzeltest). - Randpunkte: -

v =1 > L divergiert. -z = —1: Y >7, # konvergiert (Alternating-Harmonic-Reihe) und
liefert — In 2.

Damit gilt: Konvergenz bei z € [—1,1).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com
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Losungen zu Aufgabe 2

X ..n
x
Pot ih —
a) Potenzreihe 321 -
- Radius der Konvergenz R = 1. - Randpunkte: - x = 1: Divergenz (harmonische Reihe). -
r = —1: Konvergenz (alternierende Harmonic-Reihe) mit Wert — In 2.

0 n
, x
b) Potenzreihe E_O )
- Radius der Konvergenz R = oo (konvergiert fiir alle x). - Begriindung: Ratio-Test

= lim 2]
n—oo 1, + 1

Ap+1
G,

lim

n—00

=0 (fir jedes z),

[ee] "
n=0 n!"

folglich konvergiert die Reihe absolut. Die Summe ist tatséachlich e* ="

c¢) Alternierende Potenzreihe

oo _1n
Z( )x", lz] < 1.

- Radius der Konvergenz R = 1. - Randpunkte: - z = 1: Y7, % konvergiert (zu —In2). -
= —1: Y 2+ divergiert. - Konvergenzbereich: —1 < z < 1 (Intervall der Konvergenz (—1,1]).

Losungen zu Aufgabe 3

a) Maclaurin-Reihe von e®

2 $3 I4

PN N A
e—zgn!—1+x+2!+3!+4!+ .

Erste fiinf Glieder (bis z?):

2 $3 $4

Lo+ ot g+ gp
Fehlerabschétzung (Lagrange-Form des Restglieds): Sei R4(x) das Restglied nach dem Grad-4-
Taylorpolynom. Dann

1€l
|Ry(x)| < 65—'|93|5 mit ¢ zwischen 0 und =z,
inshes. |Ry(z)| < el 22,
b) Maclaurin-Reihe von In(1 + x)

[e.e]

xn
In(1+2) = —mH 2| < 1.
(0 =31
- Konvergenzbereich: —1 < x < 1 (genau: im Rand z = 1 konvergiert, x = —1 divergiert). -
Randpunkte: - z = 1: konvergiert gegen In2. - x = —1: divergiert (termweise (—1)""1(—1)" =
—1; Harmonie-Term divergiert).
Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2

https://study.AllWeCanLearn.com
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¢) Maclaurin-Reihe von sin x

> 2kt b 2T 2f
inz = BN [ T
s ’;( Ty Tt TR R R
Erste fiinf Glieder (bis 2°):
L LA
P —

31 5 79l
Anwendung: Fiir kleines |z| liefert die Trunkierung eine gute Nidherung, z. B. sinx ~ x fiir sehr
kleine |z|. Restabschiatzung (nach Taylor mit Rest): Falls der Taylor-Polynom der Ordnung 9
verwendet wird, gilt

F1) o |z*
mnto)l < |25 oo < 2L,

weil |f19)] = |sin®? | <1 ist.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



