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Aufgabe 1: Bestimmtes und unbestimmtes Integral, Tech-
niken der Integration, uneigentliche Integrale

In dieser Aufgabe werden verschiedene Typen von Integralen behandelt, einschließlich unbes-
timmter Integrale, bestimmter Integrale, Techniken der Integration (Substitution, Partielle Inte-
gration, Partialbruchzerlegung) sowie uneigentliche Integrale.

a) Bestimme die Stammfunktion F von

f(x) = (3x2 − x+ 2) e−x,

und gib die Integrationskonstante C separat an.

b) Berechne das bestimmte Integral ∫ 1

0

(3x2 − 2x+ 1) dx.

c) Wende die Substitution u = x2 an, um das Integral∫
2x cos(x2) dx

zu berechnen. Gib das Ergebnis in der Form F (x) + C an.

d) Nutze die Methode der partiellen Integration, um das unbestimmte Integral∫
x e2x dx

zu bestimmen. Gib F (x) und C an.

e) Untersuche das uneigene Integral ∫ ∞
1

1

x2
dx.

Bestimme, ob es konvergiert, und falls ja, bestimme den Wert.

f) Untersuche das uneigene Integral ∫ 1

0

dx

x
.

Bestimme die Konvergenz und erläutere gegebenenfalls den Divergenzwert.

Mehr Lerninhalte für diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com

1



All We Can Learn

Aufgabe 2: Techniken der Integration in Anwendungen

Zusätzliche Aufgaben zur sicheren Anwendung von Integrationsverfahren, einschließlich Substitu-
tion, Partialbruchzerlegung, Integration durch Teile sowie Umgang mit uneigentlichen Integralen.

a) Bestimme das unbestimmte Integral durch Substitution:∫
2x

x2 + 1
dx.

b) Verwende die Partialbruchzerlegung, um das Integral zu lösen:∫
2x+ 3

x2 + x− 2
dx.

Gib eine Zerlegung in der Form A
x+2

+ B
x−1 an und integriere anschließend.

c) Integriere mit der Methode der Integration durch Teile:∫
x ex dx.

d) Berechne das bestimmte Integral: ∫ 1

0

√
1− x2 dx.

e) Uneigentliches Integral mit Exponentialabkühlung:∫ ∞
0

e−x dx.

Formuliere die Berechnung mit dem Grenzwert∫ t

0

e−x dx (t→∞).

f) Divergenz eines uneigentlichen Integrals: ∫ 1

0

dx

x
.

Begründe die Divergenz.

Mehr Lerninhalte für diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com
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Lösungen

Aufgabe 1

a) Es gilt
F (x) = (−3x2 − 5x− 7) e−x + C,

denn
F ′(x) = (−6x− 5)e−x + (−3x2 − 5x− 7)(−e−x) = (3x2 − x+ 2) e−x.

b) Mit ∫ 1

0

(3x2 − 2x+ 1) dx =
[
x3 − x2 + x

]1
0
= (1− 1 + 1)− (0) = 1.

c) Substitution u = x2, du = 2x dx:∫
2x cos(x2) dx =

∫
cos(u) du = sin(u) + C = sin(x2) + C.

d) Integration by parts:∫
x e2x dx, u = x, dv = e2xdx⇒ v = 1

2
e2x, du = dx.

Daher ∫
x e2x dx = x · 1

2
e2x −

∫
1
2
e2x dx = x

2
e2x − 1

4
e2x + C = e2x

(
x

2
− 1

4

)
+ C.

e) Uneigentliches Integral: ∫ ∞
1

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
1

= 0− (−1) = 1,

also konvergent mit Wert 1.

f) Divergenz von ∫ 1

0

dx

x
.

Es gilt
∫ 1

ε
dx
x
= [lnx]1ε = − ln ε→∞ für ε→ 0+; daher divergiert das Integral.

Aufgabe 2

a) Mit Substitution u = x2 + 1, du = 2x dx:∫
2x

x2 + 1
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln(x2 + 1) + C.

Mehr Lerninhalte für diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com
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b) Partialbruchzerlegung: x2 + x− 2 = (x+ 2)(x− 1) und

2x+ 3

(x+ 2)(x− 1)
=

A

x+ 2
+

B

x− 1
.

Es gilt 2x+3 = A(x− 1)+B(x+2) = (A+B)x+(−A+2B). Aus A+B = 2 und −A+2B = 3
folgt B = 5

3
, A = 1

3
. Daraus∫

2x+ 3

x2 + x− 2
dx =

1

3
ln |x+ 2|+ 5

3
ln |x− 1|+ C.

c) Integration durch Teile:∫
x ex dx, u = x, dv = exdx⇒ v = ex, du = dx.

Also ∫
x ex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex + C = ex(x− 1) + C.

d) Höchstwertbereich: ∫ 1

0

√
1− x2 dx =

π

4
.

Beweismöglichkeit (skizzenhaft): Substitution x = sin θ, θ ∈ [0, π
2
]; dann∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ π/2

0

cos2 θ dθ =
1

2

[
θ +

sin(2θ)

2

]π/2
0

=
π

4
.

e) Uneigentliches Integral mit Exponentialabkühlung:∫ ∞
0

e−x dx = lim
t→∞

∫ t

0

e−x dx = lim
t→∞

[
−e−x

]t
0
= lim

t→∞
(1− e−t) = 1.

f) Divergenz eines uneigentlichen Integrals:∫ 1

0

dx

x
divergiert, da

∫ 1

ε

dx

x
= − ln ε→∞ für ε→ 0+.

Mehr Lerninhalte für diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com
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