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All We Can Learn

Aufgabe 1: Fourierreihen und Anwendungen

Betrachten Sie eine 2m-periodische Funktion f mit der folgenden Eigenschaft:
flx)y=2, —-m<z<m,

und f wird 27-periodisch fortgesetzt.

a) Bestimmen Sie die trigonometrische Fourier-Reihe von f auf (—m, 7). Geben Sie die Koef-
fizienten

ag = L7 f(z)dz, ap = %/W f(z) cos(nz) d, by = %/W f(z)sin(nz) dz

™

fiir n > 1 an. Danach schreiben Sie die Fourier-Reihe in der Form

f(z) ~ % + Z(an cos(nz) + by, sin(nz)).

b) Schreiben Sie die komplexe Fourier-Reihe von f und geben Sie Ausdruck

oo

4 1 [" By
f(z) ~ E c e, Cp = — f(z) e ™ da
2m ) .
an. Formulieren Sie diese zusammenhangsgeméfl, ohne Werte auszurechnen.

c¢) Bestimmen Sie die Kosinus- bzw. Sinusreihe der geraden bzw. ungeraden Fortsetzung von f
auf [— 7, 7]. Geben Sie die entsprechenden Koeffizienten an:

a, = %/0” f(z)cos(nz)dx (n>0), b, = %/0” f(z)sin(nz)dx (n >1).

d) Anwendung — Wérmeleitung auf einem ringférmigen Stab: Betrachten Sie die PDE
Uy = o Uy, —rT<x<m t>0,

mit periodischen Randbedingungen w(z + 27,t) = u(z,t) und Anfangsverteilung u(z,0) = f(z).
Geben Sie die formale Losung als Fourier-Reihe an:

oo
. 1 & .
u(w,t) = Z cp €T ek Ch = o B f(z)e ™ da.

k=—o0

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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All We Can Learn

Aufgabe 2: Halbbereichs-Fourierreihen und Signalanalysen

Betrachten Sie wieder eine periodische Funktion f mit Definitionsbereich [—, 7.

a) Halbbereichs-Fourierreihen: Blicken Sie auf die Gerade bzw. ungerade Fortsetzung von f auf
[—7,7]. Geben Sie die Kosinus-/Sinus-Koeffizienten

1 K
= —/ f(z)dx, / f(z) cos(nz) / f(z)sin(nx)
™ —T
an (falls eine spezielle Fortsetzung gewéhlt wurde, adaptieren Sie die Integrationsgrenzen entsprechend).

b) Rekonstruktion eines Signals: Bilden Sie die endliche Fourier-Reihe
N
ag
=5 Z ay, cos(nz) + by, sin(nz)),

und diskutieren Sie die Wirkung von N auf die Annéherung an f (ohne Losungswerte zu berech-
nen).

¢) Komplexe Darstellung: Formulieren Sie die komplexe Darstellung von f auf [—m, 7] mit Koef-
fizienten

1 [7 . > .
= — z) e dg, )~ e
- [ @ [~ S o
k=—00
Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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All We Can Learn

Aufgabe 1: Fourierreihen und Anwendungen (Losung)

a) Koeffizienten der trigonometrischen Fourier-Reihe von f(x) = x auf (—m, )

- Berechnung von ay:
1 [ 1 [7
ag = — f(x)dx:—/ rdr =0.
. T

@ -7

- Berechnung von a,, (n > 1): Da f(z) = x odd ist und cos(nz) gerade, ist = cos(nz) ungerade.
Damit

1 ™
an——/ zcos(nx)dr =0 (n>1).

T

—T

- Berechnung von b,, (n > 1): Da f(z) und sin(nx) beide odd /ungerade Eigenschaften haben, ist
xsin(nz) gerade, und

1 (7 2 [T
b, = —/ zsin(nz) dr = —/ zsin(nz) dzx.
T ) . T Jo
Durch einfache Partielle Integration erhalt man
/ xsin(nx) de = —Z(—l)”.
0 n
Damit ) o(_ 1)t
by = — = L(—1)" = i
T n n
- Die trigonometrische Fourier-Reihe lautet damit
) o) 2(_1 n+1
flz) ~ % + nz:l(an cos(nz) + by, sin(nz)) = nz:l % sin(nz), —m<z<T.

b) Kosinus-/Sinus-Reihe in der komplexen Form
- Komplexe Koeffizienten (fir k € Z, k # 0):

1 [T ik [ ..
e = /_7r f(z)e ™ do = ol (cos(kx) — isin(kz)) du.

Da [ xzcos(kz)dr =0und [*_xsin(kz)de = — 25 (—1)*, folgt

1 2T 1
=—(— — (=) = = (=1)F k
o= 5 (=) () = CVh k0
Fir k£ = 0 gilt
1 ™
Co—% rdr = 0.

- Form der komplexen Fourier-Reihe:

f(x) ~ Z ckemzzz( ) ek, - <z <.

k=—o00 k#0 k

¢) Kosinus- bzw. Sinusreihe der geraden bzw. ungeraden Fortsetzung von f

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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All We Can Learn

Gerade Fortsetzung (Funktion g(z) = |z| auf [— 7, 7]): - Koeffizienten der Kosinusreihe

2 [7 2 [T 2 (-1 -1
aoz—/ rdr =, an:—/ xcos(nx)dac:—L.
0 0 ™

T T n?
Damit gilt

|z] ~ — + Zan cos(nz) = = + Z cos(m:).

Man kann dies kompakter schreiben als

cos( 2m+1 )z)
|$|~———Z m T

Ungerade Fortsetzung (Funktion f,(z) = x auf [— 7, 7]): - Koeffizienten der Sinusreihe

2 [T 2 2(—1)+t
ap=0, a,=0 (n>0), b, = —/ zsin(nx)dr = = (—E(—l)”) = L
T Jo T\ n n
Damit gilt
n+1
—xNZb sin(nx —22 sin(nz), —w<z<m.
d) Anwendung — Wérmeleitung auf einem ringférmigen Stab
Formale Losung der PDE
Uy = & Ugy, —r<zx<m t>0, ulx+2mt)=u(zt), uz0)=[f(x).

- Losung als Fourier-Reihe besitzt die Koeffizienten ¢, der Anfangsbedingung: Wie oben gezeigt,
gilt

(k # 0).

co =0, Cp =

- Formal weiter: Jede Fourier-Komponente e?** entwickelt sich gemif e** — ei*%e—2***t Daraus
folgt

u(x,t) = i oy, T e Z _z'(—kl)k ehm gm0,
k=—o00 k40

mit dem Anfangswert u(z,0) = f(z) = >, cpe™ (der Fall ¢ = 0 triigt nicht zur An-
fangsverteilung bei).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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All We Can Learn

Aufgabe 2: Halbbereichs-Fourierreihen und Signalanalysen
(L6sung)

a) Gerade bzw. ungerade Fortsetzung von f auf [— 7, 7]

Gerade Fortsetzung (Funktion f., gleichméfige Fortsetzung von f als gerade Funktion): - Kosi-
nuskoeffizienten

gy — 2 /OW f@)de, = %/wa(a:) cos(nz)dz  (n > 1).

™

- Sinuskoeffizienten
b,=0 (n>1),

da die Fortsetzung gerade ist.

Ungerade Fortsetzung (Funktion f,, ungerade Fortsetzung von f als ungerade Funktion): - Cos-
inuskoeffizienten

a, =0 (n>0),
- Sinuskoeffizienten o 7
b, = —/ f(z)sin(nx)dx (n>1).

T Jo
b) Rekonstruktion eines Signals
Endliche Fourier-Reihe (N-Termien):

a N

0 .
fn(z) = 5 + ;(an cos(nz) + by sin(nz)).

- Wirkung von N: Mit zunehmendem N néhert sich die Funktion der urspriinglichen fortgesetzten
Signalfunktion an; Gibbs-Phédnomen kann an Diskontinuitdten auftreten.

c¢) Komplexe Darstellung

- Komplexe Koeffizienten

1 " —ikx = ikx
cng/_ﬂf(ﬂf)e dr,  fl@)~ Y e

k=—o00

Beachte: Die Koeffizienten hingen von der gewiahlten Fortsetzung ab; bei Gerader Fortsetzung
erhdlt man eine rein Kosinus-Reihe, bei Ungerader Fortsetzung eine rein Sinus-Reihe, und die
komplexe Darstellung liefert die allgemeine Form der Fourier-Reihe fiir die urspriingliche Funktion
auf [—m, 7.
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