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All We Can Learn

Aufgabe 1: Formulierungen des Prinzips der virtuellen Weg-
grofien (PVW)

In dieser Aufgabe wird das Prinzip der virtuellen Weggréfsen als Grundlage der statischen Model-
lierung vorgestellt. Bearbeiten Sie die Unteraufgaben strukturiert und ohne Losungen zu notieren.

a) Formuliere die allgemeine PVW-Gleichung fiir ein statisch bestimmtes Stabtragwerk im Gle-
ichgewicht. Schreibe die Beziehung als Gleichung der virtuellen Arbeiten der duferen Krafte und
der inneren Krifte getrennt auf und fasse sie anschlie-zu einer kompakten Gleichung zusammen.

5Wext = 5I/Vint
(5Wext = ZE5u1

Wi = Y _ N;dl;
J

b) Formuliere die virtuellen Weggrofen, die sich aus einer zuldssigen virtuellen Verschiebung
ergeben. Bestimme, wie sich eine virtuelle Verschiebung an einem Gelenk bzw. einer Lagerstelle
auf die Anderung der Stablingen auswirkt. Verwende dafiir die Beziehungen zwischen dl;, Je;
und der urspriinglichen Lange L;.

(Slj = (56]' Lj, 5€j = —]

c¢) Erldutere kurz die drei Arbeitsprinzipien der Mechanik im Zusammenhang mit dem PVW:
- Aufbauprinzip - Schnittprinzip - Arbeitsprinzipien der Mechanik (insbesondere Gleichgewicht
und Energiebetrachtung)

d) Skizziere eine einfache, symmetrische Stabaufgabe (ohne Werte zu berechnen): Ein stabiles
Dreiecks-Tragwerk mit zwei Stdben, welche eine obere Knotenverbindung C mit zwei unteren
Lagern A und B bilden. Skizziere die externe Vertikalkraft F' am Knoten C und die zuléssigen
virtuellen Verschiebungen, die eine vertikale Verschiebung an C erzeugen. Gib die Formulierungen
der Arbeitsgleichungen entsprechend dem PVW an.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 2: Anwendung des PVW — Deflexionsbestimmung
in einem einfachen Stabtragwerk

Ziel dieser Aufgabe ist es, das PVW-Verfahren zur Bestimmung der Verschiebung eines Knotens
in vertikaler Richtung zu verwenden. Gegeben sei ein einfaches Dreiecks-Tragwerk mit den Eck-
punkten A = (0,0), B = (L,0) und C = (L/2, H). Die Stdbe AC und BC verbinden C mit A bzw.
B. Beide Stébe haben denselben Elastizitdtsmodul E und dieselbe Querschnittsfliche A. Eine
auftere Vertikallast F' wirkt am Knoten C nach unten. Bestimmen Sie die vertikale Verschiebung
dc des Knotens C anhand des PVW mit einer virtuellen Einheitslast in vertikaler Richtung am

C.

Gegebenheiten und Notation: - Lange der Stdbe: Iy = [y = \/(L/2)? + H? - Stabkrifte Ny, Ny in
AC bzw. BC aufgrund der dufseren Last F' - Stabkrifte N{, N} in AC bzw. BC aufgrund der
virtuellen Einheitlast am C - Querschnittsfliche A, Ay (ggf. verschieden), E-Modul E;, Es (ggf.
verschieden)

a) Bestimme die Stabkréfte Ny, Ny im Tréger aufgrund der duferen Vertikallast F' am Knoten C
(ansatzweise). Formuliere die Gleichgewichtsbeziehungen am Knoten C und nutze die Geometrie
der Stédbe. Schreibe die relevanten Gleichungen systematisch auf, ohne Losungen zu berechnen.

b) Bestimme die Stabkréafte N;, Nj im Tréger, die durch eine virtuelle Einheitslast in vertikaler
Richtung am Knoten C erzeugt wird. Driicke Nj, N} explizit in Abhéngigkeit von der Geometrie
(L, H) und den Stabskennwerten aus (F1, Ay, Eq, As).

c¢) Formuliere die Deflexionsformel des PVW fiir ¢ im Tréger in Form einer Summe iiber die

Stabe: ,

5o = N; N; L;
= AL
Schreibe die jeweilige Beitrage fiir die beiden Stébe akribisch aus und erklére kurz, wie die Vorze-
ichenordnung sich aus der gewéhlten Richtung der Verschiebung ergibt.

d) Fassen Sie die Schritte zusammen: Welche Grofen miissen Sie berechnen, bevor Sie die De-
flexion d¢ vollsténdig bestimmen koénnen? Welche Annahmen (z. B. Linearitét, Kleinwinkel,
statische Bestimmtheit) liegen dem Vorgehen zugrunde?

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com
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Losung zu Aufgabe 1

a) Allgemeine PVW-Gleichung und kompaktes PVW-Form

Nach dem Prinzip der virtuellen Weggréfen gilt im statisch bestimmten Stabtragwerk im Gle-
ichgewicht
5Wext = 5VVint-

Aus den Definitionen der virtuellen Arbeiten folgt

Wet = Y _Fiou;, Wiy = Y N;ol;.
i J

Daraus ergibt sich die PVW-Gleichung

@ J

Unter Verwendung der Beziehungen

ol
(Slj = 56]‘Lj, 5€j = L—j
kann man auch schreiben

5Wext = ZN](SZ] = ZNJ ((5€ij).
J J

b) Virtuelle Weggréfien und Anderung der Stablingen

Fiir eine zuléssige virtuelle Verschiebung lisst sich die Anderung der Stablinge durch die Mem-
berrichtung ausdriicken:
(5lj = éj . ((5uq — 5up),

wobei €; der Einheitsvektor des Stammes j ist, der von Knoten p nach Knoten q zeigt.

Im Spezialfall einer vertikalen virtuellen Verschiebung duc = (0,0) am Knoten C und festen an-
deren Knoten gilt fiir die beiden Stébe des Dreiecks (AC und BC) mit Lénge ; und Hohendifferenz
H:

H
5[1 == 5[2 == —(5
l
Zuséatzlich gilt allgemein
ol;
§lj = 58’5ij, (5€j = L—j

c) Drei Arbeitsprinzipien der Mechanik im Zusammenhang mit dem PVW

- Aufbauprinzip: Die Geometrie des Tragwerks bestimmt die Deformationsfelder und damit die
Beziehung zwischen dufseren Kraften und internen Kréften iiber die Stabléngen.

- Schnittprinzip: Man teilt das Tragwerk durch virtuelle Schnitte und betrachtet die Arbeiten an
den Teilen; analog zur PVW ergibt sich so die Work-Energy-Betrachtung.

- Arbeitsprinzipien der Mechanik (insbesondere Gleichgewicht und Energiebetrachtung): Bei einer
zuléssigen virtuellen Verschiebung verschiebt sich das System so, dass die Summe der Arbeit der
auferen Krifte gleich der Summe der Arbeit der inneren Kriéfte ist; die Balance zwischen externen
und internen Arbeiten ermdoglicht die Bestimmung von Verschiebungen tiber PVW.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com
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d) Skizze einer einfachen, symmetrischen Stabaufgabe (ohne Werte)

Eine schematische symmetrische Dreiecks-Tragkonstruktion mit zwei Staben AC' und BC', obere
Knotenverbindung C, darunter liegende Lager A und B; &dufsere Vertikallast F' am Knoten C;
zuldssige virtuelle Verschiebungen erzeugen eine vertikale Verschiebung von C. Die Stdbe haben
die Lénge 1 = Iy = v/(L/2)? + H?. Die PVW-Gleichungen fiir die beiden Stébe lauten:

OWext = Z F;0u; = —F¢§ (vertikale Verschiebung am (),

OWint = N1 6l + Ny 6ls.

Fiir eine virtuelle Verschiebung duc = (0,0) erhdlt man 6y = dly = %5 : damit erhélt man die
Arbeitsgleichungen der PVW in kompakter Form.

Losung zu Aufgabe 2

a) Stabkrifte Ny und N, aufgrund der dufieren Vertikallast /' am Knoten C
Im Knoten C gilt die Gleichgewichtsbedingung

Nié&Se + Noélye + (0,—F) = 0,

mit den Einheitsvektoren (Stabe von C zu A bzw. C zu B)

éc—_i_g éc—i_ﬂ
Ac 20,7 1) BC T \2, 1)

und ll :lgz (L/2)2+H2

Auftrennung nach x- und y-Komponenten liefert

L L
(X—komp) ——N + —N, =0= M —NQ,
20, 20,
H H l
(y-komp.) ——N; =Ny — F =0 = N+ Ny = ——F
Iy l H
Mit N; = N folgt
Iy
N, =N, — — -
LT 9H

b) Stabkrifte N{ und N durch virtuelle Einheitslast in vertikaler Richtung am Knoten
C

Analog zur Aufgabe (a), aber mit der dufseren Last F' durch die virtuelle Einheitslast 1 ersetzt,
erhalten wir

h

2H"
Diese Grofen héngen nur von der Geometrie (I3, H) ab und nicht von den Stabeigenschaften
(Ej, 4;)-

c) Deflexionsformel des PVW fiir jc in Form einer Summe iiber die Stibe

N =N, =

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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Die Deflexion am Knoten C ergibt sich nach PVW als
-y
A; E
Fiir die hiersymmetrische Anordnung (L; = Ly = [3) gilt

NiN/l,  NoNj
AlEl AQEQ .

So =

Einsetzen der oben gefundenen Werte (mit Vorzeichen konventionell als Zugkrifte positiv) ergibt,
dass beide Beitriage gleich sind:

I I 2
NiNp = NoNp = (—ﬁF) ( QH) =1’

Damit

5 CBF (1 . 1
CTum \AE, " AB,) |

Hinweis zu Vorzeichen: - Beide N-VEktor-Komponenten ergeben durch die gewéhlte Richtungs-
definition (positive Strebenzugkraft) negative Stabkréafte bei einer Abwértslast, d.h. Ny, No < 0
und ebenso Ny, N3 < 0 bei der virtuellen Abwirtslast. In der Produktbildung N; N} treten Vorze-
ichen auf, die sich gegenseitig negieren; die resultierende Deflexion §o wird entsprechend der
gewéhlten positive Abtastrichtung (hier vertikal nach unten) positiv.

d) Welche Grofien miissen vor der Bestimmung von dc berechnet werden? Welche
Annahmen liegen dem Vorgehen zugrunde?

- Bendtigte Grofken vor der PVW-Berechnung: - Geometrie des Tragwerks: L, H sowie da-
raus l; = ly = /(L/2)?2+ H?. - Material- und Querschnittsdaten: Fi, A} bzw. FEs, As. - Die
dufsere Last F' (und im PVW-Versuch die virtuelle Einheitlast) an Knoten C. - Die Stabkréfte
Ny, Ny (Teil a) und die virtuellen Stabkréfte Ny, Ni (Teil b)). - Vorgehensannahmen: - Lineare
Elastizitat (Hookesches Gesetz) gilt: N; = E;A;€; mit ¢; = 6l;/l; und kleinen Deformationen
(Kleinwinkelannahme). - Statisch bestimmtes Tragwerk (2 Stédbe, 2 Reaktionsgrofsen am Knoten
C ausreichend fiir Gleichgewicht). - PVW ist zuléssig, d.h. Superpositionsprinzip gilt; Kréfte,
Verschiebungen und Langendnderungen bleiben klein. - Vorzeichen- und Richtungskonventionen

sind konsistent gewahlt: vertikale Verschiebung am C nach unten als positive Deflexion, positive
N,alsZugkraft.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
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