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All We Can Learn

Aufgabe 1: Prinzip der virtuellen Kraftgroften: Formulierun-
gen, Aufgaben und Anwendungen

In dieser Aufgabe werden Formulierungen des Prinzips der virtuellen Kraftgrofsen vorgestellt,
deren Zusammenhang mit dem Prinzip der virtuellen Weggrofsen diskutiert und erste Anwen-
dungen in statisch bestimmten Stabtragwerken skizziert.

a) Formuliere das Prinzip der virtuellen Kréfte in einer statischen Struktur. Schreibe die gingige
Gleichung als lineare Form, die sich auf alle zuldssigen virtuellen Verschiebungen bezieht.

i=1

b) Formuliere das Prinzip der virtuellen Weggrofen (Arbeitsprinzip der virtuellen Kréfte) in
Bezug auf die Stdbe eines Planstrabs. Verwende die axialen Krafte Ny in den Stadben und die
virtuellen Langenénderungen dl.

> Nyl = 0

k=1

c) Skizziere eine einfache Dreiecksstruktur mit den Stdben AB, BC und CA und zwei starren
Lagerpunkten A und C. Beschreibe in kurzen Worten, welche virtuelle Verschiebung zuléssig
ist, wenn der Knoten B eine kleine horizontale Verschiebung dxp erfahrt, wahrend A und C
in ihren Lagerlinien verbleiben. Hinweis: Die virtuellen Léngenédnderungen der Stabe ergeben
sich aus der Geometrie der Verschiebung.

d) Nenne drei Arbeitsprinzipien der Mechanik und erldutere kurz deren Relevanz fiir die An-
wendung des Prinzips der virtuellen Kréfte in statischen Berechnungen.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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Aufgabe 2: Anwendung des Prinzips der virtuellen Krafte
an einem einfachen Fachwerk

Betrachte ein planare Fachwerk mit den drei Stdben AB, BC und CA, deren Gelenke A, B,
C frei verschiebbar sind, wobei A und C an festen Lagerpunkten liegen. Eine dufsere vertikale
Einwirkung P wirkt am Knoten B nach unten. Das Fachwerk ist statisch bestimmt.

a) Beschreibe eine zuléssige virtuelle Verschiebung drp des Knotens B in der Ebene, so dass
die Knoten A und C als Lager unveréndert bleiben (éry = dre = 0).

b) Leite die virtuellen Léangenénderungen der Stabe 0lap,dlgc, dlca in Abhéngigkeit von drg
(verweist auf die Geometrie der Stébe) auf. Formuliere z. B. Ausdriicke der Form

(ry —rg)-drp

loa

(I‘c — I'B) . (SI'B

lpc

(I‘B — I'A) . (51‘3

lap

dlap = , Olpc = , Oloa =

falls eine solche Vektordarstellung sinnvoll gewéahlt ist.

c¢) Schreiben Sie die virtuelle Arbeitsgleichung geméfs dem Prinzip der virtuellen Kréfte. Ver-
wende die externe kraft P und die axialen Krafte Nag, Ngco, Nca der Stabe. Formuliere explizit

PéyB + NAB(VAB + NBC’&BC + NCA&CA = 0,
wobei dyp die vertikale Komponente von drp ist.
d) Diskutieren Sie, wie sich eine Anderung der Stablingen oder der Lagerbedingungen auf

die Form der virtuellen Arbeitsgleichung auswirkt. Welche Rolle spielen dabei die Grofen
Nap, Npc, Noa®

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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Losung zu Aufgabe 1: Prinzip der virtuellen Kraftgrofien

a) Losung zum Prinzip der virtuellen Kréfte

Fiir eine statische Struktur mit externen Kréiften F; an den Knotenpunkten gilt, dass die
virtuelle Arbeit der externen Kréfte mit jeder zuléssigen virtuellen Verschiebung dor; gleich Null
ist. In kompakten Begriffen kann dies geschrieben werden als

=1

fiir alle zuléssigen dr;. In kompakter Form lasst sich dies auch als transponierte Matrixfor-
mulierung darstellen:
FTér = 0,

wobei F = [Fy,...,F,]7 der Vektor der externen Knotenkrifte ist und ér = [dry,. .., dr,]" der
Vektor der zuldssigen virtuellen Verschiebungen.

Anmerkung: Diese Gleichung beschreibt die Grundidee des Arbeitsprinzips der Mechanik in
der statischen Krise: Fiir jedes reale (statisches) System miissen die virtuellen Arbeiten der
auferen Krafte unter zulassigen virtuellen Verschiebungen Null sein.

b) Losung zum Prinzip der virtuellen Weggrofen (Arbeitsprinzip der virtuellen Kréfte)

Im Fachwerk lésst sich das Prinzip der virtuellen Kréafte auch auf die Stdbe wenden, indem man
die virtuellen Léngenédnderungen 0/, der Stdbe k =1, ..., m betrachtet. Es gilt

izvk Sl = 0,
k=1

wobei Nj, der axiale Zug-/Druckkraft des Stabes k ist und §l; die Anderung der Linge des
Stabes aufgrund der virtuellen Verschiebung der Knoten darstellt.

Zur Bestimmung von 0/, verwendet man die axiale Langendifferenz als Projektion der relativen
Verschiebung der Stabenden auf die Stabanstiegsrichtung:
r, —r;

Oy, = e - (0r; —dr;), mit e, = T
k

wobei ¢ und j die Endknoten des Stabes k bezeichnen und [, = ||r; — r;|| die Linge des Stabes
ist.

Damit wird die virtuelle Arbeitsgleichung zu einer globalen Gleichung in den nodalen virtuellen
Verschiebungen, die die statische Balance in einer starren Struktur wiedergibt.

c¢) Dreiecksstruktur: zuléssige virtuelle Verschiebung mit festliegenden Lagerpunkten

Gegeben: Dreiecksstruktur mit den Stében AB, BC', C'A; A und C sind starr gelagerte Lager-
punkte, B ist frei. Die zuldssige virtuelle Verschiebung wird durch eine kleine horizontale
Verschiebung von Knoten B beschrieben, d. h.

drg = (0xp, 0), ory =0, orc=0.

Berechnung der virtuellen Léangenédnderungen (mit der allgemeinen Form 6l = ey, - (0r; — or;)):
- Stab AB (Enden A und B) (HAB — €egB - ((51‘3 - 5I‘A> — €esB - (5133,0) = €ABx 5ZL'B.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
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- Stab BC' (Enden B und C): §lgc = epc-(0re—dérp) = epc-(0, 0)—epc-(dxp,0) = —epoy 02p.

- Stab C'A: dlca = eca - (0ry — 0rg) = 0, da ory = ore = 0 gilt (die Endpunkte A und C
bleiben fest).

Nun die virtuelle Arbeitsgleichung (mit der externen Kraft P senkrecht nach unten auf B):

Poyp + Napdlap + Npcdlpc + Ncadlca = 0.
Aus der gewéhlten Verschiebung ist dyp = 0 und dlga = 0. Somit erhélt man
0 = Napeapz0rp — Npcepcz0rp = Napeap, = Npcepoa,
bzw. fiir nicht verschwindendes dxp,

Napeaps — Npcepca = 0.

Interpretation: Fiir eine horizontale Verschiebung von B miissen die horizontalen Anteile der
Axialkréfte in den Stdben AB und BC im Gleichgewicht stehen. Das Dreieck bleibt dabei in
einer sensiblen Geometrie verankert, wihrend CA keine Langendnderung annimmt, da A und
C unverdndert bleiben.

Weiterhin lédsst sich die virtuelle Arbeitsgleichung bei allgemeinerem érp = (0xp, dyp) als
Péyp + (Napeap — Npcepc)-org = 0

schreiben, falls ér4 = drc = 0 gilt. In der speziellen Horizontalverschiebung (dyp = 0) reduziert
sich dies auf die obige Bedingung der Horizontalkomponenten.

d) Diskutieren Sie, wie sich eine Anderung der Stablingen oder der Lagerbedingungen auf
die Form der virtuellen Arbeitsgleichung auswirkt. Welche Rolle spielen dabei die Gréfen
Nap, Ngc, Noa?

- Geometrieabhéngigkeit der Langenénderungen: 0l = ey - (or; — 0r;) héngt unmittelbar von
den Richtungsvektoren e, ab. Eine Anderung der Stablingen verindert also die Richtungen ey,
und damit die Koeffizienten der virtuellen Verschiebungen.

- Abhéngigkeit der internen Kréfte: Die axialen Kréfte N, hingen von der aktuellen Geometrie
und den #ukeren Lasten ab. Anderungen der Lagerbedingungen (z. B. bewegliche Lager,
zusitzliche Lager) dndern die zuléssigen virtuellen Verschiebungen und damit die Form der
Gleichung sowie die Verteilung von Nj.

- Gesamtwirkung: Die allgemeine Form der virtuellen Arbeitsgleichung

k=AB,BC,CA

bleibt bestehen, aber die Ausdriicke fiir dl;, sowie die Werte von N, andern sich mit der Ge-
ometrie und den Randbedingungen. Dies beeinflusst direkt die Balance der Arbeit und damit
die resultierenden Gleichgewichtsbeziehungen.

Losung zu Aufgabe 2: Anwendung des Prinzips der virtuellen
Krafte an einem einfachen Fachwerk

a) Losung zur zuléssigen virtuellen Verschiebung des Knotens B

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
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Eine zuléssige virtuelle Verschiebung ist eine horizontale Verschiebung des Knotens B, wiahrend
die Lagerpunkte A und C fest bleiben (Lagerlinien). Es gilt daher

orp = (dzp, 0), ory =0, orc = 0.

Damit konnen alle Langenénderungen der Stdbe durch die Verschiebung von B bestimmt wer-
den.

b) Virtuelle Langendnderungen der Stabe in Abhéngigkeit von drp
Allgemein gilt (mit dry = dre = 0)
(SZAB = €aB - (51‘3 — (SI'A) = €aB - (5[‘3,

5lBC’ = €epc ((SI'0 — 5FB) = —epc- (51‘3,

5ch =e€ca - ((51‘14 - 51‘0) =0.

I'p =Ty 'c —TIp rq4—rco

Hierbei ist e4p = , €po = =

, €ca =
lpc loa

Im Spezialfall einer rein horizontalen Verschiebung (drp = (dxp,0)) gilt somit

lag

Olap = eap.oxp, dlpc = —epcs 0B, dlca = 0.

c) Virtuelle Arbeitsgleichung geméf dem Prinzip der virtuellen Kréfte

Mit der dufseren vertikalen Einwirkung P am Knoten B und der axialen Kréfte Nag, Ngc, Noa
in den Stében gilt

Péyp + Napdlap + Npcdlpc + Neadlca = 0.

Setzen wir die oben ermittelten dl) ein (und verwenden die Annahme dyg = 0 fiir reine hori-
zontale Verschiebung):

0 = Napeapz v — Npcepcg0Tp.
Daraus folgt, dass fiir ein kleines dxg # 0

Nap €ABx — Npc €BCx-

Zusammengefasst: Die horizontale Komponente der Axialkriafte in AB und BC muss gleich
gewichtet durch die jeweiligen Stabrichtungen sein, damit die horizontale virtuelle Arbeit ver-
schwinden kann. (Falls zusétzlich eine vertikale Verschiebung dyp zugelassen wére, wiirde der
Term P dyp zusammen mit den vertikalen Komponenten der Stabkrifte dazu beitragen, die
Gleichgewichtsbeziehung zu liefern.)

d) Diskussion: Anderung von Stablingen oder Lagerbedingungen

- Geometrieabhingige Anderungen: Wird die Geometrie durch verdnderte Stablingen oder
eine andere Lagergeometrie modifiziert, &ndern sich die Richtungsvektoren e,p,erc,eca. Da
Ol = ey, - (orj; — dr;), dndern sich die Koeffizienten der virtuellen Verschiebungen unmittelbar
und somit auch die Form der virtuellen Arbeitsgleichung.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
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- Abhéngigkeit der internen Krifte: Die Werte von Nag, Npc, Noa hdngen vom Tragsystem,
der Geometrie und den duferen Lasten ab. Anderungen der Lagerbedingungen verindern oft
die zuléssigen virtuellen Verschiebungen und damit die ausgepriagte Verteilung der Stabkréfte.
Die Arbeit der Stabe > Nidl; wird dadurch in anderer Weise gewichtet.

- Allgemeine Folge: Die Gleichung

Poyg + Z N, ol =0
ke{AB,BC,CA}

bleibt formell giiltig, aber die konkreten Ausdriicke fiir 4l und die Werte von Ny, verdndern sich
entsprechend der Geometrie und Randbedingungen. Das macht die virtuelle Arbeit zu einem
machtigen Instrument, um Geometrie-abhéngige Gleichgewichte zu analysieren, insbesondere
bei statisch bestimmten Fachwerken.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
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