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All We Can Learn

Aufgabe 1: Grundlagen der komplexen Zahlen

Betrachten Sie komplexe Zahlen der Form z = a + bi mit a,b € R. Die folgenden Aufgaben
befassen sich mit Polarform, Potenzen, Nullstellen von Polynomen in C sowie mit grundlegenden
Identitaten.

a) Schreibe z = —3 + 4i in Polarform z = re®. Gib r und 6 im Intervall (— 7, ] an und fasse
z auch als z = r(cosf +isinf) bzw. z = e zusammen.

b) Berechne 2?2 und z* in der Form a + bi und verifiziere die Ergebnisse durch die Polarform

oM — Tne'mé‘

¢) Bestimme alle Losungen der Gleichung z* = 1. Gib sie sowohl in der Form z, = /2 mit
k=0,1,2,3 als auch in der kartesischen Form an.

20 = 1

21 = )

Z9 = -1

Z3 = —1
d) Zeige die Identitdten

27 = |2]?, 24z =2%R(z),
und berechne beide Grofsen fiir z = —3 + 4.
Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1

https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2: Komplexe Zahlen als Vektor- und Abbildungen

Betrachte komplexe Zahlen als Vektoren im R? und als Matrixoperatoren. Sei z = a + bi mit
a,beR.

a) Zeige, dass die Multiplikation mit z als Abbildung R? — R? wirkt durch
(ZL‘,y) = (ax - bya br + ay)

Gib die entsprechende Matrixdarstellung an und formuliere sie als
a —b
M, = .
b) Bestimme die Matrix M, fiir z = 1 44 und interpretiere sie geometrisch.

c) Zeige, dass fiir |z| = 1 die Matrix M, orthogonal ist (MM, = I') und somit eine reine Rotation
durch den Winkel 6 = arg z reprisentiert. Aufserdem gilt cosf = a und sinf = b fiir z = a+ bn
mit a® + b? = 1.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com
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All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 1: Grundlagen der komplexen Zahlen

a) Losung:
r=-34+4 = r=|z=+(-32+42=25="5.

Der Winkel 6 liegt in (—m, 7] und ergibt sich aus
0 = atan2(4, —3) = m — arctan (%) ~ 2.214297435 rad.

Daraus

z=re?=5¢e"=5(cosf+isind).
b) Losung:

2= (=3+4i)? = (-3 -4 +2(-3)(4)i =9 — 16 — 24i = —7 — 244,
23 =222 = (=7 — 24i)(—3 + 4i) = 117 + 444.

Verifikation via Polarform: Da r = 5 und 6 wie oben, gilt

2% =12 = 25( cos(20) + isin(20)).

Mit cos(20) = —7/25, sin(20) = —24/25 erhdlt man —7 — 24i.

Similarly,
L3 3,30 _ 125( cos(30) + isin(39)),

mit cos(36) = 117/125, sin(30) = 44/125, woraus 2% = 117 + 444.

c) Losung: '
A=1 = z =2 k=0,1,2,3.

Damit

=€0=1 z =2 =i z=€"=—1, z3=e2=_j.

d) Losung: Es gilt
2Z = |2)?, z4+7Z=2%R(2).

Fir z = =3 +4i gilt Z= —3 — 4i. Also

2Z=(—3+4+4i)(-3—4i)=9+16=25= 2%,  2+7Z=-3+4i—3—4i=—6=2R(2).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 2: Komplexe Zahlen als Vektor- und Ab-
bildungen

a) Losung: Sei z = a + bi mit a,b € R und w = = + iy. Dann
2w = (a+ bi)(x +iy) = (ax — by) + i(ay + bx).
Daraus folgt die Abbildung R? — R? durch
(z,y) — (ax — by, by + ax) = (ax — by, br + ay).

Die Matrixdarstellung dieser Abbildung ist
b) Losung: Fiir z=1+1i (a=1, b=1) gilt

Geometrische Interpretation: Die Abbildung ist eine Skalierung um den Betrag r = |z| = v/2
kombiniert mit einer Drehung um 6 = arg z = w/4. Der Zusammenhang ergibt sich durch

o b
Mzzr(cose Sme) mit 7 =2+ 2, cosf =, sinf = -
T

sinf cos6 r

Fir z = 1 + ¢ erhalt man

=i () =2 (5 )=

a

c) Losung: Sei |z| = 1. Dann M, = <b

_b> mit a® +0? = 1.
a
Orthogonalitét:
., (a b\ a =b\ [ a4+ —ab+ab) (1 0
MM = (—b a) <b a) N (—ab—l—ab a2+v* ) \0 1)°
Damit ist M, orthogonal, d.h. eine reine Rotation durch den Winkel § = arg z.

Zusammenhang mit der Drehmatrix: Fiir z = a + bi mit a® + b? = 1 gilt a = cos @, b = sinf und

M. = (COS@ —smG) 7

sinfl  cosf

also eine Rotation um 6 im R2.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com



