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All We Can Learn

Aufgabe 1.

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert
sin

z—0 X

(b) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von f(z) = In(1 4+ z) um x = 0 bis Ordnung 3 und
geben Sie die Form der Fehlerschranke an.

2 3

f(:v):x—?—i—g—kO(x‘l) (x = 0).

(c) Bestimmen Sie die lokalen Extremwerte der Funktion g(z) = z* — 42?. Geben Sie die Lage
der Extrempunkte sowie deren Art (max/min) an.

(d) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Ordnung 2 von sinz um 0 und zeigen Sie

3
T
sinx =z — 5 +0(z°) (z—0).
Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1

https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2.

(a) Gegeben sei die Matrix
2 1
A= )
1 2
Bestimmen Sie det(A), die Eigenwerte A von A und die zugehérigen Eigenvektoren.
(b) Bestimmen Sie eine Basis des Unterraums
W ={(z,y,2) €R® |z +y+ 2z =0}

Geben Sie zusatzlich die Dimension von W an.

(c) Seien die Vektoren

1 0 1
V1 = 2 3 Vo = 1 ) V3 = 0
0 1 1

Zeigen Sie, dass die Menge {vy, vy, v3} eine Basis von R? ist. Belegen Sie dies durch eine Nicht-
Null-Determinante der Matrix mit v; als Spalten.

(d) Betrachten Sie die Matrix

1
B=10
)

S =N
O = W

Bestimmen Sie det(B). Zeigt det(B) # 0 an, dass B invertierbar ist.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 3.

(a) Losen Sie das lineare Differentialgleichungssystem

0 =0 )G =o=ovo=1
Geben Sie z(t) und y(t) explizit an.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte A und die zugehérigen Eigenvektoren der Matrix

2 1
= (1)
(Erklédren Sie kurz, wie diese zur Losung von Teil (a) beitragen.)

(c) Bestimmen Sie das Langzeitverhalten von x(t) und y(¢) fiir ¢t — co. Geben Sie aukerdem das

asymptotische Verhéltnis lim;_, . % an.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 4.

(a) Sei T : R? — R? eine lineare Abbildung definiert durch

Bestimmen Sie die Matrix von 7" in der Standardbasis, deren Determinante und ob T invertierbar
ist.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von der Abbildungsmatrix und zugehorige Eigenvektoren.
(c) Bestimmen Sie Im(7") und Ker(7"). Geben Sie Basen je fiir Bild und Kern an.

(d) Zeigen Sie, dass rank(7) = 2 und damit Ker(7) = {0}. Welche Folge hat dies fiir die
Abbildung?

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 5.

(a) Bestimmen Sie das unbestimmte Integral
2z
dz.
/ 2+ 1 o
(b) Bestimmen Sie das uneigentliche Integral

/ e Tdx.
0

(c) Untersuchen Sie die Konvergenz des Integrals

1
/ zPdr (peR).
0

Geben Sie fiir welchen Parameterwert p das Integral konvergiert und berechnen Sie den Wert bei
einem konkreten Beispiel.

(d) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(x) = e” um x = 0 bis Ordnung 4 an und schreiben
Sie die Restabschétzung in Landau-Notation.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 5
https://study.AllWeCanLearn.com
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All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 1.

(a) Es gilt der bekannte Grenzwert
. sin
im

z—0 X

=1.

Begriindung: Der Grenzwert folgt aus der Standardgrenze lim,,_.q Sig“ = 1 durch die Substitution
u=ux.

(b) Taylorentwicklung von f(z) = In(1 + ) um = = 0 bis Ordnung 3:

2 28
f(x):x—g—l—?—l—O(x‘l) (x — 0).
Begriindung: Die Ableitungen
1 1 2 6
/ _ " _ 17 _ (4) - _
fithren zum Taylorpolynom bis Grad 3
an) an 2 3
f(x) = f(0)+ f'(0)x + / 2( )2 L 6( ) + 0@ =2 — % + % + O(z").
Die Restgliederform in Lagrange-Beschreibung liefert
(4) 4 4
R3(Z’):f (€)x4:_£ T - _ T 7
4! 24 (1+¢)* 41+ )"

mit & zwischen 0 und z. Fir |z| < 1 gilt |R3(x)| < %, also Rz(z) = O(x?).

(c) Lokale Extremwerte von g(z) = z* — 422

d () = 42° — 8v = 4w(2* - 2), ¢"(z) = 122% - 8.

Kritische Punkte: = € {0, £v/2}.
-2 =0: ¢"(0) = —8 < 0 = lokales Maximum bei g(0) = 0. - z = +v2: ¢"(+v2) = 16 >
0 = lokale Minima bei g(£v/2) = (v2)! —4(v/2)? =4 -8 = —4.

(d) Taylorentwicklung von sinx um 0 bis Ordnung 3 (Rest ord. O(z°)):

: a® fOE) 4 _sing
smx—x—g—i—Rg(x), Rs(x) = TR YR

fiir £ zwischen 0 und z. Da |siné| < |¢| < |z| = |Rs(z)| < %, folgt

3

sinz =z — % +0(z°) (z—0).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 2.

(a) Gegeben sei

-det(A)=2-2—-1-1=3.
- Die Eigenwerte ergeben sich aus

2—-A 1

det(A—)\I):det( L 9.

> =2-A)?=1=X -4\ +3=A=-3)(\—-1).
Daraus folgt

—1

—Zu)\1:3gehért(A—3I):(1 )

>, ein zugehoriger Figenvektor ist

1

-Zu Xy =1 gehort (A—1) = (1 )

>, ein zugehoriger Figenvektor ist
1
1 —
Y (_1) |

W ={(z,y,2) €R® |z +y+2z =0}

(b) Basis von

Eine mogliche Basis ist
by =(1,-1,0)7, by = (1,0,—1)7,

denn x +y+ 2z = (a+b) + (—a) + (=b) = 0 fir alle (z,y, z) = aby + by. dim W = 2.

(c) Gegeben seien

)

, U=

=

1
v = 2 , Uy =
0

—_

Bilden Sie die Matrix M = [v; vg v3]:

—_
)
—_

o
—_
—_

Berechnung der Determinante:

det(M) = 1 det G (1))—0-(--~)+1det (3 D 1 (11=0-1)4+1-(2-1—1-0) = 142 = 3 £ 0.

Damit sind vy, v5, v3 linear unabhéingig und bilden eine Basis von R3.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

(d) Betrachten Sie

1
B=10
)

S =N
S = W

1 4 0 4 01
det(B)—ldet<6 O>—2det(5 0>+3det(5 6)_—24+40—15_17A0.

Also ist B invertierbar.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 3.

(a) Losen des Systems

i) = (o) () 0-0w0-2
Diagonalisierung von A = (% ;) liefert die Eigenwerte A\; = 3 mit v®® = (1,1)7 und Ay = 1 mit
v = (1,-1)T. Es gilt
3t (3) )

z(t) = c1e® v + ot oY, y(t) = cre® vy + et vy

Mit Startwerten (x(0),y(0)) = (0,1) erhédlt man

Daraus folgt
(63t + et)‘

N | —

(b) Eigenwerte von A wie in (a): A\ = 3 mit v® = (1,1)7; Ay = 1 mit v = (1, —1)T. Diese
Werte tragen zur Losung von (a) durch die Diagonalisierung A = PDP~! bei, wobei P = [v®) v(1)]
und D = diag(3,1).

(c) Langzeitverhalten von xz(t), y(t) fiir t — co: Da €3 gegeniiber ¢! dominate, gilt
L s L s
x(t) ~ 3¢ y(t) ~ ¢ (t = 0).

Daraus folgt

ox(t) . et —et
lim —= = lim ———— =
t—oo y(t)  t—oo €3t 4 et

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 4.

(a) Die Abbildung T : R* — R? ist gegeben durch
T(x,y) = (2x —y, x + 3y).
Die Matrix in der Standardbasis ergibt sich aus den Bildern von e; = (1,0) und ey = (0, 1):
T(e) = (2,1), T(es) = (~1,3).

Daraus folgt

Ap = (? _31) det(Ar) =2-3—(=1)-1=T.

Da det(Ar) # 0 ist, ist T invertierbar.

(b) Eigenwerte von Ay = (? _31>:

—1

2—-A
det(AT—)\[)—det< T

):(2—/\)(3—)\)+1:)\2—5)\+7.

Die Losungen sind

5+ iv3
Ay = S

Zu A+ gehoren komplexe Eigenvektoren; z. B.

B 1
Vg = 2_)\i ’

denen die Gleichung (Ar — AL1)vy = 0 geniigt.

(c) Im(T) und Ker(T). Da det(Ar) =7 # 0, ist der Rang von T gleich 2. Also
Im(7T) = R?, Ker(T) = {0}.

Basen: - Im(T) hat als Basis die Spalten von Ar: {(2,1)", (=1,3)"}. - Ker(T) = {0} besitzt
keinen nicht-trivialen Basisvektor; es hat die Dimension 0.

(d) Darank(T") = 2 gilt, ist der Abbildungstervektor bijektiv, insbesondere injektiv und surjektiv;
daraus folgt, dass es genau eine Umkehrabbildung 7! gibt und T invertierbar ist.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 5
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung zu Aufgabe 5.

(a) Stammform

2
/2:B dx = d—u, u=2"+1 (du=2zxdr)=Inlul+C =In(z*>+1)+C.
¢+ 1 u

(b) Zugehoriges uneigentliches Integral

0 b
/ e "dr=1m [ e "dr=lim [—e_ﬂg = lim (1 —e7*) = 1.
0

b—o0 0 b—oo b—oo

(c) Konvergenz des Integrals fol x7Pdzx (p € R). Schreibt man 77 = z mit o = —p, gilt die
Konvergenzbedingung fol x%dx konvergiert genau dann, wenn o > —1, also —p > —1 <= p < 1.
- Falls p < 1: fol x Pdx = l%p. - Falls p > 1: Divergenz.

Beispiel: p = 0 liefert fol dx = 1; p = 0.5 liefert fol ™ 0%dr = == 2.

(d) Taylorentwicklung von f(z) = e” um z = 0 bis Ordnung 4:

f(x):1+x+x—2+x—3+x—4+0(:v5) (x = 0).
2 6 24

Restglied in Lagrange-Form:
_ f(5)(f)$5 _ & 25

Ry(x) 5l = 120"

fiir ein ¢ zwischen 0 und z; insbesondere |Ry(z)| < %MP = O(x).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 6
https://study.AllWeCanLearn.com



