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All We Can Learn

Aufgabe 1.
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = 2% ganz ist. Bestimmen Sie f(z).

(b) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von sinz um z = 0 bis Ordnung 5. Geben Sie die
generelle Form der Restbeziehung an.

(c) Bestimmen Sie die Residuen von h(z) = in den Polen z =7 und z = —i.

2241

(d) Verwenden Sie den Residuensatz, um das Kontur-Integral

z
dz
%;4_2 22 + 1

zu berechnen.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2.

(a) Gegeben sei das lineare System

0 -1
,:A A: .
¥ = Az, )

Bestimmen Sie die Eigenwerte A von A und die zugehorigen Eigenvektoren. Geben Sie die allge-
meine Losung des Systems an.

(b) Betrachten Sie das nichtlineare System
v=r—y—z(@+y’), Y =r+y—y@+y).

Skizzieren Sie das Gleichgewichtspunkt (0, 0) qualitativ und verwenden Sie hierfiir eine geeignete
Lyapunov-Funktion. (Beschreiben Sie die Vorgehensweise, ohne eine vollstiandige Berechnung zu
liefern.)

(c) Betrachten Sie die Familie des linearen Systems
o=pr -y, Y =x+py.

Bestimmen Sie die Typen der Gleichgewichte je nach p und beschreiben Sie die Stabilitét.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2

https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 3.

(a) Betrachten Sie die rationale Funktion
2
&=

Bestimmen Sie die Pole und deren Residuien an z = ¢ und z = —i.
(b) Verwenden Sie den Residuensatz, um das Kontur-Integral

f(z)dz

j2/=2

zu berechnen.

(c) Entwickeln Sie die Taylor-Reihe von f um z = 0 und geben Sie die ersten vier Glieder an.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 4.

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem
" +x =0, z(0) =0, 2'(0) = 1.

Geben Sie z(t) explizit an.
(b) Betrachten Sie die Randwertaufgabe
" 4+ Xx =0, z(0) =0, z(1) = 0.

Bestimmen Sie die Werte von A, fiir die nichttriviale Losungen existieren, und geben Sie die
entsprechenden Funktionen an.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com



Losungen






All We Can Learn

Aufgabe 1.
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = 2% ganz ist. Bestimmen Sie f(z).

Losung. Da es sich bei f um ein Polynom handelt, ist f ganz (holomorph) auf C. Zur
Ableitung;:

f'(z) = lim flz+h) = /() = limW = limM = 2z.

h—0 h h—0 h h—0 h

(b) Bestimmen Sie die Taylorentwicklung von sinz um z = 0 bis Ordnung 5. Geben Sie die
generelle Form der Restbeziechung an.

Losung. Die Maclaurin-Reihe von sin z lautet

2 25

sinz:z—ﬁjta—ﬁ—i-”-

Damit ist die Taylor-Polynomentwicklung von Ordnung 5

Rs(2) = T fiir ein & zwischen 0 und z,
6
wobei f)(¢) = —sin¢ ist. Daraus folgt |Rs(2)| < % und in der Pobfuleniliy-Sicht ergibt sich

tatsachlich eine fithrende Termierung erst beim 27-Térm, d.h. Die erste nicht verschwindende
Restkomponente ist also proportional zu z” (aber die obige Formulierung geniigt als Restbeziehung).

(c) Bestimmen Sie die Residuen von h(z) = in den Polen z =4 und z = —i.

2241

Losung. Die Pole sind einfache Pole bei z = £i. Es gilt

. . _ z 1 1
Res.— h(z) = 1212%(’2 B 2)22 +1 lzlgi Z+i 20 2
und . ,
. . . —1
Res.——i h(2) = le>rr_1i(z - Z),22 F1 zlgr—lz c—i -2 2

(d) Verwenden Sie den Residuensatz, um das Kontur-Integral

f o
- az
=2 2% + 1

zu berechnen.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Losung. Die beiden Pole z = +i liegen innerhalb des Kreises |z| = 2. Die Summe der
Residuen ist

1 1
R z:ih R Z:,Z’h:— —:1.
es + Res 2+2

Nach dem Residuensatz gilt

74 ©  dz=2mi-1=2mi.
|z|=2 22 +1

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2.
(a) Gegeben sei das lineare System

0 -1
/:A A: .
o = Az, ()

Bestimmen Sie die Eigenwerte A von A und die zugehorigen Eigenvektoren. Geben Sie die allge-
meine Losung des Systems an.

Losung. Die Eigenwerte ergeben sich aus det(A — AI) = 0:

- -1
det(1 ):A2+1:0 = A= +i.

-
Fiir A — i gilt
i -1
(A—il)v=0 = (1 _Z,> (:2) =0
mit der Losung v = (1, —i)T. Fiir A = —i erhilt man
v~ = (1,49)T.

Allgemeine (reale) Losung:

oft) = e () e 3(e?) = (1) = (Lot o),

mit konstanten «, 8 € R.

(b) Betrachten Sie das nichtlineare System
v=r—y—x@+y’), Y =r+ty-—y@+y)

Skizzieren Sie das Gleichgewichtspunkt (0,0) qualitativ und verwenden Sie hierfiir eine geeignete
Lyapunov-Funktion. (Beschreiben Sie die Vorgehensweise, ohne eine vollstdndige Berechnung zu
liefern.)

Losung. Gleichgewichtspunkte: (0,0) sowie kein weiterer (da =’ = 0 und ¢’ = 0 implizit
durch die Radialkomponenten erzwingt werden).
Vorschlag einer Lyapunov-Funktion ist

Vz,y) = 2> + 52
Entlang der Trajektorien gilt
V =22’ + 2yy = 2(2% +¢?) — 22 + D) (2P + A =27 (1 —7?), 1P =2+

Fir 0 < r < 1ist V > 0 und somit zeigt sich eine Instabilitit des Ursprunges (kein lokal
asymptotisches Stabilitétskriterium, sondern Hinweis auf Instabilitdt). In Polarform ergibt sich
zudem

=7l —1r?), 0 =1,

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

d.h. es existiert eine stabile Randbahn bei » = 1 (Grenzzyklus) mit periodischer Umlaufdauer
2m. Die Vorgehensweise: iiber die Polarform die Radialdynamik analysieren; der Ursprung ist
instabil (repeller), wiahrend sich fiir r — 1 ein stabiler Grenzzyklus ergibt.

(c) Betrachten Sie die Familie des linearen Systems

o= pr -y, Y =4y

Bestimmen Sie die Typen der Gleichgewichte je nach p und beschreiben Sie die Stabilitét.

"

-1
Losung. Die Matrix ist A(u) = (1 ) und die Eigenwerte erhalten sich aus det(A—\I) =

1

(L—XA*+1=0 = A=pu+i

Daraus folgt: - Fiir u < 0: Realteil negativ, instabiler Fokus (Sattel mit Drehung) — stabiler
Fokus (Scherung gegen Null). - Fiir 4 > 0: Realteil positiv, instabiler Fokus (Scherung von Null).
- Fiir p = 0: Reiner , A = £4; neutrales Gleichgewicht (Center) mit periodischer Umlaufbahn im
Linearfall. Zusammengefasst: stabiler Fokus fiir ;1 < 0, instabiler Fokus fiir g > 0; der Grenzfall
p = 0 ergibt einen Center (linear).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 5
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 3.

(a) Betrachten Sie die rationale Funktion
2
&=

Bestimmen Sie die Pole und deren Residuien an z = ¢ und z = —i.

Losung. Pole: einfache Pole bei z = +i¢. Residuen:

(2=t 2P A S

Res,_; f(2) = lim " % ===,

et ) = iy = i T = = g =
. (z4a)r 2P (=) _ -1 _1 :
R z2=—1 — 1 —_— = 1 T = . T = .= 5. T 5
€S f(Z) ZLH—IZ 22+1 zi)n,_lzz_fl —7 — 1 —N 21 2

(b) Verwenden Sie den Residuensatz, um das Kontur-Integral

f(z)dz

|z[=2

zu berechnen.

Losung. Alle Pole +i liegen innerhalb der Kreislinie |z| = 2. Die Summe der Residuen ist

=0,

N | .
N | .

daher
(2)dz=2mi-0=0.

|2l=2

(c) Entwickeln Sie die Taylor-Reihe von f um z = 0 und geben Sie die ersten vier Glieder an.

Losung. Es gilt

2
=22(1-22+2" =2+ ) =220 -84

e =12

Die ersten vier Glieder sind

z2—z4+z6—zs.

Hinweis: Die konvergente Radius-Rahmen ist 1, da die ndchsten Singularitdten +7¢ mit Abstand
1 liegen.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 6
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 4.

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem
" +x =0, z(0) =0, 2'(0) = 1.

Geben Sie z(t) explizit an.

Losung. Allgemeine Losung der Gleichung 2" +x = 0 ist 2(t) = Acost+Bsint. Mit 2(0) =0
folgt A = 0; weiter 2/(t) = —Asint + Bcost und 2/(0) = B = 1. Somit

x(t) = sint.

(b) Betrachten Sie die Randwertaufgabe
"+ A =0, z(0) =0, z(1) = 0.

Bestimmen Sie die Werte von A, fiir die nichttriviale Losungen existieren, und geben Sie die
entsprechenden Funktionen an.

Losung. Fiir A = p2 > 0 ist die allgemeine Losung
x(t) = Acos(ut) + Bsin(ut).
Die Bedingung z(0) = 0 gibt A = 0. Dann gilt z(¢) = Bsin(ut) und z(1) = 0 liefert
Bsin(u) = 0.
Fiir nichttriviale Losungen (B # 0) muss sin(u) = 0 sein, hence g = nm mit n € N. Damit
A = (nm)?, z,(t) =sin(nwt), n=1,2,...

Fiir A = 0 ergibt sich 2" = 0 mit 2(0) = (1) = 0 = z(t) = At + B und aus z(0) = 0 folgt B = 0;
aus (1) = 0 folgt A = 0, also nur die triviale Losung. Fiir A = —p? < 0 erhilt man Losungen

der Form z(t) = Ae*" + Be™#* mit 2(0) = 0).z(1) = 0 fiihrt jedoch zu Trivialitit; daher existieren
nur die positiven Eigenwerte A\, = (nm)? mit den zugehérigen Eigenfunktionen x,,(t) = sin(nnt).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 7
https://study.AllWeCanLearn.com



