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All We Can Learn

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Aufgabe 1.

(a) Bestimmen Sie die Fourier-Transform von f(t) = e ?!u(t), wobei u(-) die Sprungfunktion
ist.

(b) Bestimmen Sie die Inverse-Fourier-Transformation zu einer gegebenen Transformierten
F(w) und interpretieren Sie das zeitliche Verhalten der resultierenden Funktion.

(c) Formulieren Sie das Parseval-Gesetz fiir die Fourier-Transformation und erldutern Sie, unter
welchen Voraussetzungen es gilt.

(d) Losen Sie die eindimensionale Wérmegleichung
Owu(x,t) = KOyu(z,t), u(z,0) = f(x)

mittels Fourier-Transformation in der rdumlichen Variablen x. Geben Sie die Lésung in Form
eines Faltungsintegrals an.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 1
https://study.AllWeCanLearn.com



All We Can Learn

Aufgabe 2.

(a) Bestimmen Sie die Laplace-Transform von g(t) = t*e~3u(t).

(b) Losen Sie die lineare Differentialgleichung
y'(t) + 4y () +5yt) =e™, y(0)=0, y(0)=1,

mithilfe der Laplace-Transformation.

(c) Interpretieren Sie die zeitliche Entwicklung der Losung und diskutieren Sie die Stabilitét
des Systems.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 3.

(a) Losen Sie die eindimensionale wellenartige PDE
Opu(z,t) = c Oppu(w,t),

mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen durch Transformationsmethoden in der Raum-
variablen x.

(b) Formulieren Sie die Losung in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen und erldutern
Sie den Physikbezug.

(c) Zeigen Sie, wie Zusammenhénge zwischen Fourier- bzw. Laplace-Transformationen und der
wellenartigen PDE genutzt werden konnen, um die Losung zu beschreiben.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 4.
(a) Losen Sie die Laplace-Gleichung
8a:xu(x7y) + 8yyu<xay) = 0

in der halben Ebene y > 0 mit der Randbedingung u(z,0) = f(x) durch Anwendung der
Fourier-Transformation in z. Geben Sie die transformierte Gleichung und deren Losung in der
Form U (k,y) = F(k)e ¥ an und rekonstruieren Sie gegebenenfalls u.

(b) Gegeben sei f(x) = sinz. Bestimmen Sie u(z,y) fir y > 0 und liefern Sie eine explizite
Darstellung.

(c) Diskutieren Sie Konvergenz- und Randverhalten von u beim Grenzwert y — 0% bzw.
y — 00.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com
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All We Can Learns Musterlosung

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Aufgabe 1.

(a) Losen Sie die Fourier-Transform von f(t) = e ?!u(t), wobei u(-) die Sprungfunktion ist.

Losung. Die Fourier-Transformationsdefinition lautet

F{Hw) = Fw) = / Y bty et at,

Da f(t) = e~ *u(t) nur fiir t > 0 ungleichnullist, gilt F(w) = |,

0 T 2Fiw
—L_ Alternativ:

0
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Fw) = — = :
2+iw 44+ w?
Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 2

https://study.AllWeCanLearn.com
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(b) Bestimmen Sie die Inverse-Fourier-Transformation zu einer gegebenen Transformierten
F(w) und interpretieren Sie das zeitliche Verhalten der resultierenden Funktion.

Hinweis/Losungsskizze. Die inverse Fourier-Transformation lautet

£(1) = o /OO F(w) 6! du.

—00

Im Allgemeinen enthélt diese Formel alle zeitabhéngigen Anteile, die durch das Spektrum F'(w)
beschrieben werden. Die konkrete Form von f(¢) héngt daher stark von der konkreten Wahl
von F(w) ab. Allgemeine Interpretationen: - Wenn F(w) real und gerade ist, dann ist f(¢)
eine reelle, gerade bzw. symmetrisch aufgebaute Funktion. - Die Breite des Spektrums von F
bestimmt die zeitliche Ausbreitung bzw. Glattung von f(¢). - Ggf. kann man f(¢) auch als
Superposition von Sinus-/Kosinus-Komponenten interpretieren.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 3
https://study.AllWeCanLearn.com
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(c) Formulieren Sie das Parseval-Gesetz fiir die Fourier-Transformation und erldautern Sie, unter
welchen Voraussetzungen es gilt.

Losung. Unter der Standard-Konvention

Flw) = / Trwe -t ft) = % / " F(w) e d

—00

gilt das Parseval-Gesetz

o 1 oo
Ry
Voraussetzungen: - f € L?*(R) (quadratisch integrierbar) und F € L*(R) bzw. f €
LYR) N L*(R) bzw. F € L*R), sodass die Transformationspaare existieren (Plancherel-
Theorem). - Unter diesen Bedingungen gilt die Gleichung exakt; sie ldsst sich durch Ap-
proximationsargumente auch auf weitergehende Klassen extrapolieren.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 4
https://study.AllWeCanLearn.com
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(d) Losen Sie die eindimensionale Wérmegleichung
Ou(z,t) = KOu(z,t),  u(z,0)= f(z)

mittels Fourier-Transformation in der rdumlichen Variablen x. Geben Sie die Lésung in Form
eines Faltungsintegrals an.

Losung. Wende die Fourier-Transformation in z an:

ﬂ(k;,t):/ u(z,t) e dr,

o0

dann gilt nach Patchung der PDE:
Ok, t) = —rka(k,t), a(k,0) = f(k).

Fiir jedes k folgt X
a(k,t) = f(k)e .
Damit | e
u(zx,t) = —/ Fk) e** et gk
2 J_ o

Die Antwort kann auch als Faltungsform geschrieben werden:

we) = (F1Go) Gila) = p(—ﬂ) |

d.h.

U(l’yt)z/: f(y) \/%GXPG(Z_—JV) dy.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 5
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 2.

(a) Bestimmen Sie die Laplace-Transform von g(t) = t*e~3u(t).
Losung. Mit der Laplace-Transformationsdefinition
LUl =Gl = [ at)e
und der bekannten Formel
Ll ()} (s) = — o R(s) > R(a),

erhalt man hier

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
https://study.AllWeCanLearn.com
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(b) Losen Sie die lineare Differentialgleichung
y'(t) + 4y () +5yt) =e™, y(0)=0, y(0)=1,

mithilfe der Laplace-Transformation.

Losung. Setze Y(s) = L{y}(s). Dann

L{y"} = 5"V (s) — sy(0) —y/'(0) = s’V (s) — 1,  L{dy'} = 4(sY(s) — y(0)) = 4sY (s),

1
=5Y - = .
L N e
Die Transformierte erfiillt somit
1 s+ 2
2
(s s+3)Y(s) s+1 (5) (s+1)((s+2)2+1)

Durch die partielle Zerlegung

1 1 1 s+1
2s+1 2(s+2)2+1

Y(s) =
und der bekannten Inversen

1 s+ 2 1
-1 —t —1 —2t —1 —2t
L {s 1} =e " L {—(s 2)? 1} =e “cost, L {—(3 DE 1} =e “'sint,

erhalt man

1
y(t) = e " — 5 (e_% cost — e ' sin t).

Interpretation. Die Losung besteht aus einem abklingenden Termsatz: - der Term ie~

tals
2
Reaktion auf die Anregung e*, - plus Abklingmoden e~2

cost und e % sint, deren Frequenz
durch die Hausdorff-Resonanz (Wurzeln der charakteristischen Gleichung r* + 4r + 5 = 0)
bestimmt wird. Die Membran-/Systemantwort ist damit stabil und geht gegen Null, wihrend
sich eine mitgetragene Verschiebung aufgrund der Anregung einstellt.

(c) Interpretieren Sie die zeitliche Entwicklung der Lésung und diskutieren Sie die Stabilitét
des Systems.

Interpretation. - Die Homogen-Losung besitzt die charakteristischen Werte r = —2 + 4;
diese deuten auf gedimpfte Schwingungen mit der Grundfrequenz w = 1 und Dampfung e 2
hin. - Die Anregung e! trigt zu einem weiteren abklingenden Term bei. - Insgesamt ist das
System stabil, d. h. y(t) — 0 fiir ¢ — oo, unabhéngig von den Anfangsbedingungen (hier

y(0) =0, y'(0) =1).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 7
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 3.

(a) Losen Sie die eindimensionale wellenartige PDE
Ouwu(x,t) = & Oppula,t),

mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen durch Transformationsmethoden in der Raum-
variablen x.

Losung. Fiihre die Fourier-Transformation in x durch:

u(k,t) :/ u(z,t) e % dr.
Dann gilt
g (k,t) = —k*a(k,t),

womit u(k,t) die gewohnliche Differentialgleichung

d 2,25
@u(k:,t) + ck*u(k,t) =0
mit den Anfangsbedingungen a(k,0) = f(k) und d,a(k,0) = (k) 1st.
Die Losung lautet

X o 9(k) .

(k,t) = f(k) cos(c|k[t) + i sin(c|kt),  (k#0),
und im Grenzfall £ — 0 entspricht @(k,t) dem entsprechenden Limes. Die Losung in Ortsraum
erhélt man durch Invertieren:

9(k)

u(z,t) = % /_OO [f(k) cos(clklt) + P sin(c]k]t)}e”” dk.

[e.9]

Eine dquivalente, sehr gebrduchliche Form ist die d’Alembert-Losung

1 1 z+ct
uot) =5 (Fa—et)+ o)) + 5 [ g©)de
r—ct
die sich durch die Verwendung der Fourier- bzw. der Laplace-Transformationsmethoden her-
leiten lasst und die Physik der ungestorten Ausbreitung von Wellen widerspiegelt.
(b) Formulieren Sie die Losung in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen und erldautern
Sie den Physikbezug.

Losung. Siehe oben: Die Losung héngt linear von den Anfangsdaten f(z) = w(z,0) und
g(x) = Owu(z,0) ab. Die Wellenfronten breiten sich mit Geschwindigkeit ¢ aus; die Form
T(f(z — ct) + f(z + ct)) zeigt die Doppel-Treffer-Propagation, wéhrend die Integralterm die
anfiangliche Geschwindigkeit verbreitet.

(c) Zeigen Sie, wie Zusammenhénge zwischen Fourier- bzw. Laplace-Transformationen und der

wellenartigen PDE genutzt werden konnen, um die Losung zu beschreiben.

Hinweis. - Mit der Fourier-Transformation in x verwandelt die PDE in einen ODE-Index £,
Gy + 2k*t = 0. Die Losung dieser ODE liefert direkt die Modalentwicklung des Wellenfeldes.
- Die inverse Transformation fithrt die Losung in Form einer Superposition von Harmonischen
e’ mit Frequenzen ck her, was der physikalischen Interpretation entspricht: Jeder Modus mit
Wellenzahl k& schwingt mit Frequenz c|k| und trégt zur Gesamtantwort bei.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 8
https://study.AllWeCanLearn.com
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Aufgabe 4.
(a) Losen Sie die Laplace-Gleichung
Optt(,y) + Oyyu(z,y) = 0

in der halben Ebene y > 0 mit der Randbedingung u(z,0) = f(z) durch Anwendung der
Fourier-Transformation in x. Geben Sie die transformierte Gleichung und deren Lésung in der
Form U (k,y) = F(k)e ™ an und rekonstruieren Sie gegebenenfalls u.

Losung. Fourier-Transform in x (mit F(k) = F{f}(k) = [ f(z) e ** dx):
Uyy — K0 =0 = a(k,y) = A(k)e + B(k)e Fv.

Fiir y > 0 ist die Laplace-Losung quadratisch beschrankt (Stabilitat/Bedingungen im Un-
endlichen), daher A(k) = 0. Unter der Randbedingung u(k,0) = F'(k) folgt

Uk,y) = alk,y) = F(k)e .

Rekonstruktion:

1 [~ -
u(z,y) = Py / F(k) e eIkl g,

(b) Gegeben sei f(z) = sinz. Bestimmen Sie u(z,y) fir y > 0 und liefern Sie eine explizite
Darstellung.

—0o0

Losung. Zuerst Bestimmung von F'(k):

F(k) = /00 sinz e dx = ir [§(k + 1) — 6(k — 1)].

—00
Setze in die Représentation ein:

1 [~ , S o
ul@,y) = %/ F(k) e e dl = %[e_zye_m —e e = e Vsinw.

Somit gilt
u(z,y) =e Ysinx (y > 0).

(c) Diskutieren Sie Konvergenz- und Randverhalten von u beim Grenzwert y — 0% bzw.
y — 00.

Losung. - Grenzwert y — 07: Aus der Transformationsdarstellung
1 [~ ,
u(z,y) = 2—/ F(k)e* e ™My gl —  wu(z,0) = f(z),
™ — 0o

unter geeigneten Regularititsannahmen (z. B. f € L'(R) oder L?*(R)); also konvergiert
u(z,y)} — f(x) in geeigneter Sinnweise (punktsweise unter Regularitit, oder im L2-Sinne).
- Grenzwert y — oo: Fiir f € L'(R) gilt

1 )
= — [ F(k)e* e My g —— 0
ulay) = 5= [ F( ik — 0
weil alle Frequenzkomponenten aufter dem Frequenzanteil £ = 0 exponentiell abklingen; bei
allgemeinen f mit endemischer Mittelwert-Beschaffenheit gilt zudem, dass der Beitrag mit
Frequenz k = 0 separat behandelt wird und unter typischen Randbedingungen ebenfalls gegen
Null geht (Poisson-Kern-Argument).

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf 9
https://study.AllWeCanLearn.com



