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All We Can Learn

Lernzettel: Analysis III fiir Ingenieure

(1) Grundbegriffe der komplexen Analysis.
Die komplexe Analysis behandelt Funktionen f : C — C, Holomorphie und Abbildungen in der
Ebene. Eine Funktion f heifst holomorph in einer offenen Menge D C C, wenn sie in jedem Punkt
zo € D differenzierbar ist:

f/(zo) — lim f(Z) B f(z(])7

Z—20 Z— 20
wobei der Grenzwert unabhéingig von der Richtung des Anniherungswegs existiert. Aquivalent

gilt die Cauchy-Riemann-Bedingung: Falls f = u + iv mit u,v : R? — R, dann
ou Ov ou v

dr oy Oy O

Holomorphie impliziert Lokalkonvergenz durch Potenzreihen:
= Z an(z — z9)" in einigen Umgebungen von zg.

(2) Komplexe Integration.
Sei v eine glatte Kurve im C und f eine holomorphe Funktion auf einer Region, die v enthélt.

Das Kurvenintegral ist
/ f(2)dz
v
n!

S dz und f™(z) = —/ /(z) dz.

27 y 2= 20 2mi J., (2 — zo)" !

Wichtige Formeln:

f(z0) =

Der Residuensatz folgt aus der Laurent-Reihe und besagt, dass

%f(z) dz = 2mi Z Res(f, zx),

wobei die Summe iiber die innerhalb von ~ liegenden isolierten Singularititen geht.

(3) Analytische Funktionen und Reihen.
Eine holomorphe Funktion besitzt in einer geeigneten Umgebung eine Taylor-Reihe

o
E an(z — 20)"

n=0
Bei isolierten Singularitdten erhélt man eine Laurent-Reihe

o0

f(z) = Z an(z — 2)".

n=—oo

Wichtige Eigenschaften: - Maximum-Modulus-Prinzip: In einer beschrankten Gebietskonstruk-
tion ist der Betrag von f am Rand maximal. - Isolierte Singularitdten: Ordnung und Residuen
definieren.
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(4) Singularitdten und der Residuensatz.
Eine isolierte Singularitéit zy von f ist z. B. ein Pol; die Ordnung des Pols gibt an, wie stark sich
f verhalt. Fiir eine einfache Polstelle gilt

Res(f,z0) = lim (2 — z0) f(2),

Z—r20

und allgemeiner
dm—l

Res(f, 20) = C i i Zli_)rrzlo T [(z = 20)" f(2)],

falls die Ordnung m des Pols bekannt ist. Der Residuensatz ermoglicht die Auswertung von
Integralen und liefert Verbindungen zu Reihenentwicklungen.

(5) Harmonische Funktionen und Zusammenhang zur komplexen Analysis.

Ist f holomorph und f = u + iv, dann erfiillen « und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen und
sind harmonisch:

_Pu Pu
02 * oy?
Damit ergibt sich eine enge Verbindung zwischen analytischen Funktionen und harmonischen
Funktionen auf der Ebene.

Au 0, Av = 0.

(6) Dynamische Systeme und Stabilitit (Infinitesimale Analyse).
Betrachte ein automnes System

= f(x), zeR" f(z.) =0,
mit stationdrem Zustand x,. Linearisierung um x, liefert

b= )y, I = 2

&%

- Ist alle Eigenwerte von Jf(z,) haben negative Realteile, ist der Zustand asymptotisch stabil.
- Enthélt der Realteil eines Eigenwertes eine positive Zahl, so ist der Zustand instabil. - Bei
eigenwerten mit Realteil Null ist meist eine tiefergehende Analyse nétig (z. B. Lyapunov-Theorie).

(7) Randwert- und Eigenwert-Aufgaben in Differentialgleichungen.
Beispiel eines Randwertproblems:

y'() +p(2)y (z) + q()y(e) = g(2), = €a,b], yla) =a, y(b) = F.
Eigenwertproblem (z. B. Sturm-Liouville-Form):
—(p(2)y) + q(x)y = Mw(z)y, y(a) =y(b) =0.

Typische Ergebnisse: - Es existieren eine abzidhlbare Menge von Eigenwerten {\,}. - zu jedem
An gehort eine Eigenfunktion y,,, deren Reihenentwicklungen oft genutzt werden (Ordnungs- und
Orthogonalitétsbeziehungen).

(8) Anwendungen und Hinweise fiir Ingenieure.
- Transformierte Methoden (Fourier, Laplace) nutzen komplexe Analysis, um Differentialgleichun-
gen zu losen. - Residuenkalkiil erleichtert Auswertung von Integralen in der Systemanalyse und
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Regelungstechnik. - Harmonische Funktionen liefern Potential- und Stromungsinterpretationen
in Randgebieten physikalischer Modelle.

Beispielhafte Ubungsstruktur (zum Uben): - Bestimmen Sie die Residuen der Funktion

621

6 = Ty

und werten Sie ein geeignetes Randintegral aus. - Untersuchen Sie die Stabilitdt eines linearen

Systems & = Ax mit
-3 4
A_<4 4).

Bestimmen Sie die Eigenwerte und entscheiden Sie iiber Stabilitdt. - Losen Sie das Randwert-
problem y”’+ y=0 mit den Randbedingungen y(0)=0, y(L)=0 und geben Sie die Eigenwerte sowie
Eigenfunktionen an.
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