Lernzettel

Randwert- und Eigenwertaufgaben bei linearen
ODEs: Sturm-Liouville-Probleme,
Eigenfunktionen, Orthogonalitat

Universitat: Technische Universitat Berlin
Kurs/Modul: Analysis III fir Ingenieure
Erstellungsdatum: September 6, 2025

Zielorientierte Lerninhalte, kostenlos!
Entdecke zugeschnittene Materialien fur deine Kurse:

https://study.AllWeCanLearn.com

Analysis Il fur Ingenieure




All We Can Learn

Lernzettel: Randwert- und Eigenwertaufgaben bei linearen ODEs: Sturm-Liouville-
Probleme, Eigenfunktionen, Orthogonalitét

(1) Allgemeine Formulierung.
Eine gingige Randwert- und Eigenwertaufgabe der Sturm-Liouville-Art hat die Form

d dy
s (ﬂ@@) +q(z)y=Aw(x)y, a<z<b,

mit den Randbedingungen

oaqy(a) + By (a) = 0, aoy(b) + B2y’ (b) = 0,

wobei die Koeffizienten p(z) > 0 auf [a,b], ¢(x) und w(x) > 0 real-werte Funktionen sind. Die
Randbedingungen sind linear und homogen.

(2) Koeffizienten und Regularitét.
Typische Annahmen:

e p(z) stetig und strikt positiv auf [a, b],
e ¢(z), w(x) sind ebenfalls stetig (bzw. mindestens messbar) und w(z) > 0 fast iiberall.

Die Randbedingungen sind regulér (linear, homogen) und erfiillen Eindeutigkeits- und Stabilitat-
sanforderungen.

(3) Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Unter den obigen Annahmen besitzt das Problem eine diskrete Folge reeller Eigenwerte Ay < Ay <
- mit zugehorigen, nicht-trivialen Eigenfunktionen y,(z), die die Randbedingungen erfiillen.

Die Eigenfunktionen sind paarweise orthogonal beztiglich des Gewichts w(x):

/ Y (2) yn(z) w(z)dx =0 fir m # n.

(4) Beispiel: Standard-Sturm-Liouville-Projektionsproblem.
Betrachte »
Yy
—@ = )\y, O0<z<L,

mit Randbedingungen

Losungen:

Dazu gilt

(5) Orthogonalitit und Reihenentwicklung.
Jede geeignete Funktion f ldsst sich aufgrund der Orthogonalitdt der Eigenfunktionen in eine
Reihe expandieren:
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Diese Expansion ist besonders niitzlich fiir die Losung von inhomogenen Problemen und fiir die
Approximation von Losungen durch endliche Teilreihen.
(6) Wichtige Formeln.

d

1=~ (W) @ Ll =M

b
/ Ym () yo(x) w(x)dz =0 (m #n).

(7) Bemerkungen zur Orthogonalitit.

- Die Gewichtsfunktion w(z) bestimmt das innere Produkt und die Orthogonalitétsbeziehung.
- Fiir m # n sind die Eigenfunktionen orthogonal zueinander in £2[a, b].

- Die Menge {y,} bildet eine vollstindige Basis von L2 [a, b] ( Regular- SL-Problem).

(8) Ubungsaufgabe (Kurzbeispiel).
Betrachte das Standardproblem

v +Ay=0, O0<z<m y(0)=0, y(r)=0.

Bestimme die Eigenwerte A, und die zugehorigen Eigenfunktionen. Welche Orthogonalitéts-
beziehung gilt? Antwort:

A =12, yu(z) = sin(nz), / Ym () yn () dx = gémn.
0
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