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Algorithmen und Datenstrukturen




All We Can Learn

Lernzettel: Aufwandsabschitzung, Komplexitidtstheorie und formale Korrektheit-
snachweise von Algorithmen

(1) Grundbegriffe und Ziele. Aufwandsabschitzung bezeichnet die Analyse von Laufzeit und
Speicherbedarf eines Algorithmus.

e Laufzeit T'(n) — wie viele Grundoperationen héngen von der Eingrofe n ab.

o Speicherbedarf S(n) — benotigter zusatzlicher RAM.
Wichtige Arten der Analyse:

o Worst-case, Best-case, Average-case.

(2) Asymptotische Notationen. Fir Funktionen f,g : N — N gelten die gingigen Einord-
nungen:

f(n) =0(g(n)) bedeutet: Jc>0, ng: f(n) <cg(n)Vn>n
f(n) =0©(g(n)) bedeutet: Fey,c0 >0, ng: c1g(n) < f(n) < cag(n) Vn > ny.
f(n) =Q(g(n)) bedeutet: FJc>0, ng: f(n) >cg(n)¥n>n
Beispiele:

(3) Aufwandsabschitzung — Vorgehen.
e Formuliere eine Rekursions- oder Iterationsgleichung 7'(n) bzw. S(n).
e Lose sie analytisch (z. B. Rekursionsgleichungen, Master-Theorem) oder schétze grob ab.

e Priife Worst-/Average-/Best-Case separat.

(4) Master-Theorem (kurzfassung). Fiir rekursive Gleichung der Form
T(n)zaT(%) + f(n), a>1,b>1,
gibt es typische Losungen:
T(n) =© (n°®) falls f(n) = O (n'® ),

T(n) =0 (f(n)) falls f(n) =0 (n'®),
T(n) =0 (nlogba 1ng n) falls f(n) =0 (nlogb a+e) und Regularity_Bedjngung_

(5) Komplexititstheorie — Grundkonzepte.
e P vs. NP: Sprachen, deren Mitgliedschaft in polynomieller Zeit verifiziert werden kann.
e P C NP — offen, ob Gleichheit gilt.

e NP-vollstindige Probleme: So schwer, wie jedes NP-Problem in NP.
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(6) Formale Korrektheitsnachweise von Algorithmen. Korrektheit wird durch Spezifika-
tionen und Beweise abgesichert.

e Spezifikation vor und nach der Ausfiihrung:
{P} S{Q},
mit Vorbedingung P und Nachbedingung Q).
e Schleifeninvariante I: Vor jeder Iteration gilt I, und aus I folgt nach Abbruch Q.

o Beweis durch Induktion: Beweise iiber die Iterationen oder Rekursion.

(7) Beispiel: Bindre Suche — Korrektheit und Laufzeit. Gegeben sortiertes Array A[l..n]
und Suchschliissel x.

o Spezifikation: Liefere den Index von x oder —1 wenn nicht vorhanden.
e Schleifeninvariante:

I: z ist im Bereich A[l..r] oder x ist aufserhalb des Bereichs und A ist sortiert.

e Fortfihrung:

l
m = { J;TJ ,  Falls Am] = x dann Index; Wenn A[m| < x setze | = m+1; sonst r = m—1.

T(n) = O(logn)
Korrektur folgt aus Invariante und Abbruchbedingung (I > r).

(8) Praktische Hinweise.
e Trenne Zyklen von Rekursion klar; wihle passende Worst-/Average-Case-Szenarien.
e Nutze invariantenbasierte Beweise, statt rein numerischer Tests.

e Modellierung von Algorithmen mit klaren Vor-/Nachbedingungen erleichtert Korrektheit.

(9) Beispielskizze: Rekursion vs. Iteration.
Trex(n) = a Trex (%) + f(n) = Tia(n) =0 (Tik(n)) bei dhnlicher Wachstumsordnung

Beide kénnen durch Master-Theorem oder durch Akkumulation von Teilaufgaben analysiert wer-
den.

(10) Weiterfithrende Konzepte (Ausblick).

e Kosten-Nutzen-Relation von Datenstrukturen (z. B. Join-/Split-Operationen in Mengen-
strukturen).

e Modellierung komplexerer Graphenprobleme (Max-Flow, Min-Cut) als Formalnachweise.
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e Scheduling-Problemstellungen und Heuristiken (z. B. Branch Bound, Backtracking) im
Kontext der Optimierung.

Hinweis zur Notation. Alle formalen Ausdriicke sind sauber gesetzt:

und logisch-verbal formulierte Bedingungen in Beweisen folgen dem Standard der formalen Kor-
rektheit.
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