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All We Can Learn

Lernzettel: Mehrdimensionale Daten: Kovarianz, Korrelationsmatrix und Überblick
über multivariate Beschreibung

(1) Begriffe und Notation.
Daten in mehreren Variablen werden als Vektor beobachtet:

X = (X1, . . . , Xp)
> ∈ Rp.

Die gemeinsame Verteilung wird durch die Dichte fX(x) beschrieben. Die Erwartung von X ist
der Vektor der Mittelwerte

µ = E[X] =
(
E[X1], . . . ,E[Xp]

]>
.

(2) Kovarianz.
Die Kovarianz zwischen den Komponenten ist definiert als

Cov(Xi, Xj) = E
[
(Xi − µi)(Xj − µj)

]
, i, j = 1, . . . , p.

Der Vektor bzw. die Matrix der Kovariancen heißt Kovarianzmatrix

Σ = Cov(X) = [Cov(Xi, Xj)]
p
i,j=1.

Eigenschaften:

• Σ ist symmetrisch.

• Für jeden Vektor a ∈ Rp gilt a>Σa ≥ 0 (positiv semidefinit).

(2a) Stichprobenkovarianz.
Aus Stichproben xki (k=1,. . . ,n) ergibt sich die Schätzmatrix

Sij =
1

n− 1

n∑
k=1

(xki − x̄i)(xkj − x̄j), i, j = 1, . . . , p,

mit x̄i = 1
n

∑n
k=1 xki.

(3) Korrelationsmatrix.
Die Korrelationen zwischen den Variablen sind definiert durch

ρij = Corr(Xi, Xj) =
Cov(Xi, Xj)

σi σj
, σi =

√
Var(Xi) =

√
σii.

Die Korrelationsmatrix ist
R = [ρij]

p
i,j=1.

Eigenschaften:

• R ist symmetrisch und besitzt auf der Diagonalen die Einsen.

• R = D−1ΣD−1 mit D = diag(σ1, . . . , σp).

(4) Überblick über die multivariate Beschreibung.
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All We Can Learn

• Gemeinsame Beschreibung durch die Verteilung von X sowie Marginal- und Bedingungsverteilun-
gen.

• Falls X ∼ Np(µ,Σ), besitzt X eine multivariate Normalverteilung mit Dichte

fX(x) = (2π)−p/2|Σ|−1/2 exp
(
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
.

Lineare Transformationen:

Y = AX + b, Y ∼ Np(Aµ + b, AΣA>).

Standardisierung:

Z = D−1(X− µ), Cov(Z) = R, D = diag(σ1, . . . , σp).

Grafische Perspektiven: Streudiagramm-Paare, Interpretation von Korrelation und Kovarianz,
Ellipsen-Darstellungen der Konturen.
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