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Lernzettel: Integraltransformationen und partielle Differentialgleichungen fiir Inge-
nieurwissenschaften

(1) Grundideen und Ziele. Integraltransformationen verschieben ein Problem in einen anderen
Rechenraum, wo Struktur und Lésungen oft leichter erkennbar sind. Typische Transformation-
spaare F{f} <> FY{F} bzw. L{f} + L '{F} wandeln differentialoperatoren in algebraische
Operationen um. Dies erleichtert die Behandlung gewdhnlicher und partieller Differentialgle-
ichungen, insbesondere in der Elektrotechnik.

(2) Fourier-Transformation. Die Fourier-Transformation verwandelt Funktionen von der Zeit-
in den Frequenzraum.

F{fHw / f(t)e " dt, f(t):iW/Oo F{f}w) e dw.

Wichtige Eigenschaften. Linearitit: F{af + bg} = aF{f} + bF{g}. Zeitverschiebung:
F{ft—7)}Hw ) = e T f{f}( ). Frequenzverschiebung: F{e™'f(t)}(w) = F{f}(w —v). Parse-
val: - [70 f(t)g or [ oo FAHw) Flg}(w) dw

(3) Laplace-Transformation. Die Laplace-Transformation eignet sich besonders fiir Anfangswa-
gen und gerichtete Probleme.

CLFOMN / FO e, () = —— /77+iOOF(3)eStds.
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Wichtige Eigenschaften. Linearitidt: L{af+bg} = a L{f}+bL{g}. Zeitverschiebung: L{f(t—
T)H(t—71)} = e *"F(s) mit der Heaviside-Funktion H. Differentiationsregel: L{f'(t)} = sF(s)—
f(0) (Analog fiir hohere Ableitungen).

(4) Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen (PDEs). - Typische PDEs: Warmeleitung
(Diffusionsgleichung), Wellen- und Laplace-Gleichung. - Transformationsstrategie: durch Fourier-

oder Laplace-Transformation werden partielle Ableitungen zu algebraischen Faktoren, sodass sich

lineare Gleichungen einfacher 16sen lassen. Danach ist eine Riicktransformation erforderlich, um

die Losung in der urspriinglichen Variablen zu erhalten.

(5) Beispiel: Wiarmeleitung in einem unendlich langen Stab. Betrachte die eindimen-
sionale Diffusionsgleichung
u(z,t) = aug(z,t), xR, t>0,

mit Anfangsbedingung u(x,0) = f(x).
Anwendung der Fourier-Transformation in z (mit a(k,t) = F.{u(-,t)}(k)) liefert

ot A
(;;(k: t) = —ak?u(k,t), a(k,0) = f(k).
Die Losung ist
a(k,t) = f(k)e ¥,
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Riicktransformation liefert die gesuchte Losung

1~
u(z,t) = %/ F(k) e e=o**t gk,

(6) Weiteres Beispiel: Wellengleichung (1D). Fiir die Wellen-Gleichung

u(z,t) = c2um(a:,t), r € R,

mit Fourier-Transformation in x erhalt man

2 A
%(/{,t) = —k2a(k, 1),

eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in ¢ mit Losung

u(k,t) = A(k) cos(c|k|t) + B(k) sin(c|k|t).

Die Koeffizienten A(k), B(k) hiangen von den Anfangsbedingungen ab. Riicktransformation
liefert die Losung u(z,t).

(7) Typische Transformations-Typen in der Ingenieurpraxis. - Fourier-Transformationen
fiir unendliche Rdume oder periodische Randbedingungen. - Laplace-Transformationen fiir IVP-
oder lineare ODE-/PDE-Probleme mit Anfangsbedingungen. - Kombinierte Methoden (z. B.
Fourier in z, Laplace in t) bei linearen, konstanten Koeffizienten.

(8) Hinweise zur Anwendung. - Priife Existenzbedingungen der Transformation (z. B. In-
tegrabilitdt oder Decay). - Wihle passende Normalisierung der Transformationen, um einfache
Inverse zu erhalten. - Falls Randbedingungen vorhanden, nutze passende Transformationsvari-
anten (mit Leiteffekten, periodische Randbedingungen vs. unendlicher Domain). - Achte darauf,
Transformationen nur auf geeignete Funktionen anzuwenden; dann narrative Schritte wie Invers-
oder Riicktransformation sind sinnvoll.

(9) Mini-Ubungsaufgaben. 1) Gebe die Fourier-Transformierte von f(t) = e~ an und bes-
timme F'{F(w)}(t). 2) Lose die Diffusionsgleichung u; = u,, mit Anfangsbedingung u(z,0) =
§(x) (Dauerschwinger). 3) Zeige fiir die Wirmeleitung, dass bei f(z) mit endlichem f(k) die
Losung u(z,t) durch die obige Integralform dargestellt werden kann.

(10) Weiterfiihrende Begriffe. - Parseval-Eigenschaft, Plancherel-Theorem. - Bromwich-
Integral und Region der Konvergenz. - Zerlegung in Eigenfunktionen und Superposition.
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