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Lernzettel: Grundlagen der Fourier- und Laplace-Transformation

(1) Definitionen. Fourier-Transformation (bilateral). Sei f : R — C integrierbar. Die
Transformation ist definiert durch

F{f}w) = fw) / F(#) et dt.
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Laplace-Transformation (dauerhafte Zerspaltung ab ¢t > 0). Sei f : [0,00) — C. Die
Transformation ist definiert durch

C{fHs) / Pty et

Die zugehorige Inverse lautet

Die (bilineare) Inverse lautet
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wobei v so gewéhlt wird, dass das Integral konvergiert.
Konvergenzgebiete (kurz).

e Fiir die Fourier-Transformation gelten {iblicherweise Bedingungen wie f € L'(R) oder f ist
abzéhlbar glatt und verschwindet ausreichend schnell am Unendlichen; dann existiert f und
ist stetig/bBounded. In der Praxis gilt auch die L?-Theorie (Parseval/Plancherel).

e Fiir die Laplace-Transformation existiert ein Regions of Convergence (ROC). Es gilt in der
Regel: Es existiert eine reelle Zahl a, so dass

/OO |f(t)|e ™ dt < oo,
0

dann konvergiert F'(s) in der Halbebene $(s) > a. Allgemein kann ROC als vertikale
Streifen a < R(s) < [ auftreten, abhéngig von Verhalten von f(t) fiir t — oo bzw. ¢ — 07.

(2) Eigenschaften.

e Linearitat. X
Flaf +bg}t(w) =a f(w) +bg(w).
L{af +bg}(s) =aF(s)+bG(s).

e Verschiebung in der Zeit.
F{F(t = to)Hw) = 7 f(w).
LLf(t —to) u(t —to)}(s) = e F(s),

wobel v die Heaviside-Funktion ist.

e Skalierung.

Firan)w) = o 7(2)
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e Ableitung.

F{Z_J;} (w) =iw f(w) = £(0)
Allgemein,
a { Ocl;{} (W) = (iw)" f(w) — Terms involving f* (0 (k < n).
LUWY) = 5 F(s) — F(0°)
Faltung. N
Fra0) = [ 1) ol —r)dr

Parseval /Plancherel (L2).

(3) Beispiele.
L{eu(t)}(s) = ! . R(s) > R(a).

s—a

L{1}(s) = %, R(s) >0 (falls f(t) =1 fiir t > 0 betrachtet wird).

(4) Inverse.

FHINO = 10 = o [ Fe)etd

1 Yy+i00
f(t) —/ F(s)eds, ~ € R mit~yim ROC.
2!

= om

—100

(5) Hinweis zur Anwendung. Transformationsmethoden wandeln zeitbasierte Probleme in den
Frequenz- oder s-Raum um, um Muster zu erkennen und Losungswege fiir lineare, zeitinvariante
Systeme bzw. PDEs zu finden. Typische Anwendungen betreffen Signalverarbeitung, Warme-
bzw. Diffusionsgleichungen und Regelungstechnik.
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