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Lernzettel: Warmeleitungsgleichung und Diffusionsprozesse: Behandlung mit Fourier-
und Laplace-Transformation

(1) Modellierung und Grundgleichung.
In einem eindimensionalen Stab mit Temperaturverteilung u(x, t) gilt die Warmeleitungsgleichung

ou 0*u
E—O&@, xEQCR,t>0,

wobel a > 0 die thermische Diffusivitat ist.

Rand- und Anfangsbedingungen. Beispiele:

u(z,0) =wug(z), =€,

0
Dirichlet: u(0,t) = up, Neumann: a—u(O,t) = qo(t),
x

bzw. fiir einen unendlichen Raum 2 = R gilt oft
u(z,t) —» 0 fir |z] > 00 (t>0),
bzw. es wird eine Anfangsverteilung uo(z) = u(zx,0) gegeben.

(2) Fourier-Transformation in Raum (unendlicher Raum).
Definition der Fourier-Zeit- /Raum-Transformationspaare:

ﬁ(kyt) = / U(.Z',t) e_lk’x dx’ u(a?, t) = 2_/ ﬁ(k,t) 6Zka: dk.
o ]
Anwendung auf die PDE liefert die transforming Gleichung

ou

5 = —aktak,0). a(k,0) = do(k).

Losung im Transformspektrum:
a(k,t) = ag(k) e ",

Riicktransformation (Losung in x,t):

1 [~ 2,
u(z,t) = %/ Gio(k) e *t e gk
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Fundamentallésung (Faltungsdarstellung).
Fiir eine eindimensionale unendliche Leitung als Anfangsbedingung ug(z) = 6(x — &) erhélt man
die

u(z,t) =Gz — & t), G(x,t)=

1 ( x? )
exp| —— | .
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Allgemein gilt die Faltungsdarstellung

) = (G(0) <)o) = [ Gl — £ 1) uo(€) de.
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(3) Laplace-Transformation in die Zeit.
Definition der Laplace-Transformation

[,{f(t)}:F(s):/Oooe_‘gtf(t)dt, s> 0.

Anwendung auf die PDE mit Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) ergibt

d*U
sU(x,s) —ug(x) = s
also die eindimensionale Rand-/Anfangsgleichung
d*U
aTs —sU = —up(x), s>0.

Fiir den fallenden Fall der Homogenitét (ug(xz) = 0) erhdlt man die allgemeine Losung des
homogenen Teils

alU"—sU=0 = Uz,s)=A(s)eV¥*" 4 B(s) e V*/22,

Beachte: je nach Doméne und Randbedingungen bestimmt man die Koeflizienten A(s), B(s).
Die eigentliche Losung in der Zeitdomain erhélt man durch die Inverse Laplace-Transformation

u(z,t) = L7HU(z, s) }H1).

(4) Kombinierte Bemerkungen.

- Die Fourier-Transformation bearbeitet effektiv rdumliche Faltungsstrukturen auf unendlichem
Raum.

- Die Laplace-Transformation behandelt effizient die zeitliche Entwicklung inklusive Anfangsbe-
dingungen.

- Eine kombinierte Anwendung (z. B. Laplace in Zeit, Fourier in Raum) fithrt zu geschlosseneren
Darstellungen oder zu Green-Funktionen, die als Integrallosungen verwendet werden kénnen.

(5) Anwendungen und Beispiele.

- Freier Raum: Diffusion einer anfénglichen Verteilungsfunktion ug(z); Losung als Faltung mit
dem Gauf-Kern.

- Periodische oder endliche Doménen: Einsatz der Fourier-Reihen bzw. der Fourier- bzw. Laplace-
Transformationsmethoden unter passenden Randbedingungen; Ableitung von Lésungsmethoden
wie Duhamel-Schen Gleichungen (Momentan-Losung, Superpositionsprinzip).

(6) Kernformeln zum Merken.
0 0?
- Warmeleitungsgleichung;: 8—1; =« 8_9;;

- Fourier-Transformationspaar:
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ﬁ(k:,t) = / U(x,t)e_lkmdl" u(fL‘,t) = 2—/ ,a(k:,t)ezk:cdk,
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u(z,t) = —/ o (k)e ¥ e dk.
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- Fundamentallsung (GauR): G(z,t) = ——~ e—2%/(4at)
- Laplace-Gleichung: L{u} = U(x,s), L{Owu} = sU — uy(z).

Ubungsfragen (Beispiele).

- Leite die transformierte Gleichung im Fourier-Raum fiir unendlichen Raum her.

- Zeige, dass bei ug(z) = C eine konstante Temperatur u(z,t) = C ergibt (Hinweis auf -
Initialbedingung).

- Bestimme die eindimensionale Losung fiir eine Halb- oder Ganzdoméne mit Dirichlet- bzw.
Neumann-Randbedingungen im Laplace-Raum.



