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Lernzettel: Randwertprobleme und Transformationsmethoden

(1) Randwertprobleme — Uberblick. Randwerte beschreiben das Verhalten einer Losung an
der Randoberfliache eines Gebietes. Typische Typen:

Dirichlet-Rand: u = gp auf der Randoberflache I'p.

Neumann-Rand: 8_u = gy auf I'y.
n

0
Robin-Rand: au + f 8_u = gg auf I'p.
n
Oft gelten Randflichenkombinationen, z.B. 90 =Tp UT'y oder I'p N Ty = 0.

(2) Randwerte in PDEs — Beispiele. Fiir eine PDE in einem Gebiet 2 mit Rand 0€2:

0 0
Dirichlet:  ulsq = gp, Neumann: a gn,Robin:  au+f o] [ JR-
on |5 on | q

(3) Transformationsmethoden — Uberblick. Ziel: Problemstellung in einen Transformation-
sraum iibertragen, dort leichter 16sen und Ansatz wieder in den Ortungsraum zuriickfithren.

(3.1) Fourier- und Laplace-Transformationen.

e}

Flulz, )} (k) = /

—0o0

u(z,t) e”* dr, L{u(z,t)}(s) = /000 u(z,t) e dt.

Anwendung: zeitliche Transformation (Laplace) bei PDEs mit Zeitabhéngigkeit, rdumliche Trans-
formation (Fourier) bei unendlichen oder periodischen Réumen.

(3.2) Sine/Cosine-/Transformationsarten auf halboffenen/intervallartigen Gebieten.
Fiir Probleme auf x € (0, 00) mit Randbedingungen am x = 0 eignen sich speziell die

e Fourier-Sinus-Transformation (Dirichlet am Rand),
e Fourier-Cosine-Transformation (Neumann am Rand),

bzw. deren gemischte Varianten bzw. die passende Trigonometrie-Expansion bei endlichen Inter-
vallen.

(4) Umsetzung im Transformationsraum — Grundsatz. - Wéhle den geeigneten Transfor-
mationsraum (z. B. Sinus-Transform auf (0, c0) bei Dirichlet am Rand).

- Transformiere die PDE und die Randbedingungen in diesen Raum.

- Lose die resultierende Gleichung im Transformationsraum (oft eine einfache ODE oder Algebra).
- Invertiere die Transformation, um die Losung in der Ursprungsdarstellung zu erhalten.

- Beriicksichtige ggf. Randdaten, die in den Transformationsschritten auftreten.

(5) Beispiel: Wirmeleitung auf dem Halbraum z > 0. Betrachte die eindimensionale
Gleichung
u(x,t) = auge(z,t), x>0,1t>0,

mit Dirichlet-Rand u(0,¢) = 0 und Anfangsbedingung u(z,0) = f(z) (f(z) gut definiert und
zufriedenstellend integrierbar).
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(5.1) Sine-Transform. Die passende Transformation ist die Fourier-Sinus-Transformation:

Us(k,t) = / u(z,t) sin(kz)dr, k> 0.
0

(5.2) Transformierte Gleichung. Unter der Randbedingung u(0,t) = 0 gilt

%(k,t} kUL (k b).

(5.3) Losung im Transformationsraum. mit Anfangswert Us(k,0) = [ f(z) sin(kz) da:

U,(k,t) = e ¥ U, (k,0).

(5.4) Inverse Transformation. Die Losung erhilt man durch Inversion der Sinustransforma-
tion:

u(z,t) = 2 /0 e U,(k,0) sin(kx) dk = 2 /0 R ( /0 h F(€) sin(kE) d§> sin(kx) dk.

™ ™

(6) Randbedingungen in Transformationsraum — kurzer Uberblick. - Dirichlet am Rand
(z. B. w(0,t) = 0) fithrt typischerweise zu sauberer Transformationsform mit keinen zusétzlichen
Rand-Terms.

- Neumann am Rand (u,(0,t) = gn(t)) bzw. Robin (cu+ fu, = gr) erzeugen im Transformierten
zusatzliche Randterm-Groessen; man integriert diese als bekannte Randdaten in die Gleichung
ein oder verwendet erweiterte Transformationsformen.

- In allen Féllen hilft die Struktur der Randbedingungen, die transformierte Gleichung exakt oder
teilweise zu entkoppeln.

(7) Hinweise zur Praxis. - Wihle Transformationsformen, die die Randbedingungen verein-
fachen.

- Achte auf Konvergenz- und Randannahmen (Decays, Homogenisation der Randwerte).

- Bei unvollstindigen Randdaten kénnen Transformationsmethoden eine integrierte Beriicksich-
tigung erfordern.

(8) Kurzfassung. - Randwertprobleme klassifizieren in Dirichlet, Neumann, Robin.

- Transformationsmethoden verschieben das Problem in einen Raum, in dem oft Trennung oder
Superposition leichter gelingt.

- Randbedingungen transformieren zu Bedingungen auf den transformierten Groéfsen; Riicktrans-
formation liefert die Losung im urspriinglichen Raum.
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