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Lernzettel: Reduktion der Maxwell-Gleichungen auf PDEs und deren Losung mittels
Transformationsmethoden

(1) Maxwell-Gleichungen in Differentialform.

V.-D=p, V-B=0.
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(Zusatz)

(2) Reduktion auf PDEs. Aus Faradays Gesetz
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und der Beziechung B = pH folgt durch Ausnutzung der Rotationsgleichung

Vx(VxE):—%(VxB).

Unter Substitution von V x B = pJ + u%—? sowie D = ¢E und J = oE ergibt sich, in einer
Region mit konstanter € und p sowie ggf. endlicher Leitfahigkeit o

(3) Randbedingungen und Spezialfille. - Im raumgrofen, freien Medium (kein Freistrahl
p=0,J=0) mit o =0 gilt:
E
V’E = pie—.
e o
- Allgemein: die oben genannte Gleichung ist eine gekoppelten, diel. Welle mit Dampfung
(durch o).

(4) Transformationsmethoden: Fourier- und Laplace-Transformation. - Fourier-Transformation
in Raumrichtung (1D-Beispiel):
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- Laplace-Transformation in Zeit:
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Anwendung auf die 1D-Dampfungs-Welle: Aus
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folgt nach Fourier in « (E(k,t)) und Laplace in t (E(k, s)):

~ A A

—k2E(k, ) = ue(szﬁ — sEo(k) — Ei(k)) + po(sE — Eo(k)).

Damit

A

(nes® 4+ pos + kQ)E(k, s) = pe(s Eo(k) + Eqi(k)) + po Eo(k).

. pe (s Eo(k) + El(k)) + po Ey(k)
E(k,s) = 5 5 :
pnes? + pos + k

Nach der inversen Transformation erhélt man E(z,t).

(5) Dispersionsbeziige und charakteristische Losungen. - Fiir harmonische Zeitentwick-
lung E(xz,t) = E(z) e ™" fiihrt das zu

d°E i

TaZ + <w2u5 — z‘w,ua) E=0.

- Die komplexe Wellenzahl ist
k> = pew? — ipow.

Fiir ¢ = 0 erhdlt man die Verlustfreiheit £ = w,/ue; bei ¢ > 0 existiert eine Dampfung
(Abklingverhalten).

(6) Beispiele und Interpretationen. - Planewelle in einem lossless Medium (o = 0):
E(z,t) = Ey cos(wt — kz), k=w\/pe.

- Planewelle in einem leitenden Medium (o > 0):

k=+\/pew? —ipow = E(x,t)~ e_(“\(k)xcos(wt — R(k) z).

(7) Vorgehensweise bei Problemstellungen. - Schritt 1: Maxwell-Gleichungen auf PDEs
reduzieren unter gegebenen Annahmen. - Schritt 2: Transformationsmethode auswéhlen (Zeit
transformieren via Laplace, Raum transformieren via Fourier). - Schritt 3: Rand- bzw. Anfangs-
bedingungen iibertragen und im Transformraum l6sen. - Schritt 4: Riicktransformation durch-
fithren (Inverse Transformationsformeln). - Schritt 5: Physikalische Interpretation der Losungen,
z. B. Wellenldnge, Dampfung, Grenzwerte.

Zusammenfassung. Transformationsmethoden liefern eine effektive Strategie, um komplexe
PDEs, die aus Maxwell-Gleichungen hervorgehen, in algebraische oder einfachereODEs zu {iber-
fiihren. Durch geeignete Kombination von Fourier- und Laplace-Transformationen lassen sich
Zwangsbedingungen, Anfangswerte und Materialparameter systematisch beriicksichtigen und Lo-
sungen in geschlossener oder transformierter Form erhalten.
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