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Lernzettel: Residuensatz und Residuenberechnung mit Anwendungen

(1) Grundbegriffe der Residuenberechnung.
Eine isolierte Singularitdt z, einer Funktion f ist ein Punkt, um den f analytisch ist, aufser
eventuell in zy. In einer punctierten Umgebung von zy lésst sich f durch eine Laurentreihe

darstellen: .

f(z) = Z an (z — 20)".

n=—oo

Der Koeffizient a_; wird als Residue von f bei z; bezeichnet:

Res(f,20) = a_;.

(2) Die Residuenformeln.
Die Residue am isolierten Pol bei 2, gilt auch iiber das Konturintegral

Res(f, z0) = ?{f

wobei 7 eine kleine positiv orientierte Kreislinie um z ist.
Bei einer Ordnung m des Pols gilt

1 amt

R‘es(f7 ZO) = (m . 1)' gg?o dzm—1 [(Z - ZO)mf(Zﬂ :
Fiir das Spezialfall, dass f(z) = % mit einer einfachen Nullstelle von h bei zy (h(z) = 0,
2
I (29) # 0 und g ist analyt) gilt
g(z
Res (fa ZO) = h/((Z[z)))

(3) Der Residuensatz.
Sei f auf und im Rand eines geschlossenen Konturs C analytisch, aufer fiir eine endliche Anzahl
isolierter Singularitdten z; innerhalb von C'. Dann gilt

]{Cf(z) dz = 2mi ZRes(f, 2k),

und die Orientierung von C' ist vorausgesetzt positiv (Gegen den Uhrzeigersinn).

(4) Beispiel 1: R951duenberechnung

Betrachte f(z) = ZQZ_ 7= CoDETD) Es gibt einfache Pole bei z = £1.

Berechnung der Residuen:

) z 1
Res<f71):£l—r>q(z_1)22_1_25%24_1_57
. z —1 1
Res(f,=1) = z1—1>r£ll(z * 1>22 —1 z1—1> 1z—1 -2 2
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Wihle einen Kontur C' mit positiv orientierung, die beide Pole einschlieft. Dann gilt nach

dem Residuensatz -
dz =2mi | = + = | = 2m1.
fcf(z) z = 2mi <2—|—2) i

(5) Anwendung I: Realintegrale iiber Konturen.

Betrachte ~
dx
I = )
Lo X2+ 1

Funktionen ﬁ hat Pole bei z = 44. Fir die obere Halbeinflusskante ist nur z = ¢ innerhalb der
Kontur;

R 1 ) o z—i_l
S\ 7Y T T

Da der Rand der Halbkreis gegen Unendlichkeit verschwindet, folgt

I:j{f(z)dz:%m'-%:m

(6) Anwendung II: Fourier-artige Integrale.
Betrachte

o0 ezkr
I(k) = —d k e R.
) /_OO 21 <

Fiir £ > 0 wahlt man die obere Halbeinflusskante. Die einzigen relevanten Pole sind z = +4; im
oberen Halbebenenbereich liegt der Pol bei z = 7. Der Residuumwert dort ist

ikz iki —k
€ (& €
R _— = — = —
es(z2+1’z Z) 2 2

ek k
[(k‘) :27T22—Z :71'67' |

SomlIT erhalt man

Fiir k =1 folgt I(1) = me™ 1.

(7) Vorgehen in der Praxis.

- Bestimme alle isolierten Pole von f in der betrachteten Region.

- Bestimme deren Ordnung m (falls notig).

- Berechne die Residuen (direkt via Reduktion, oder mittels Laurentreihe).
- Wende den Residuensatz an, um Integrale zu evaluieren.

- Priife, ob der Randbeitrag verschwindet (je nach Abklingverhalten von f).

(8) Randfille und Hinweise.

- Sind Singularititen essenzielle oder Verzweigungspunkte, gelten andere Techniken; der Residuen-
satz im dargestellten Sinn ist dann nicht unmittelbar anwendbar.

- Bei mehreren Konturen gilt die Summe der Residuen innerhalb der jeweiligen Konturen.

(9) Ubungsaufgaben.
- Aufgabe 1: Bestimme Res(f, zo) fiir f(z) = m

fc f(2) dz iiber eine Kontur, die beide Pole einschliefst.

an z = 1 und z = 2; dann berechne
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mit dem Residuensatz.

- Aufgabe 2: B h
uigape erecnne /;OO $2+1
oo eix

2 +1

. o0 ikx
dx und verallgemeinere auf ffoo w2 d.

- Aufgabe 3: Bestimme /

—00

(10) Notation und zusétzliche Hinweise.
- Laurentreihe: f(z) =>" _ an(z — 2)".
- Res(f, z9) ist der Koeffizient von (z — zy) ™! in der Laurententwicklung.

- Positive Orientierung bedeutet Gegen den Uhrzeigersinn.

Mehr Lerninhalte fiir diesen Kurs findest du auf
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