Lernzettel

Hohere Ableitungen, Taylorpolynom und

Taylorreihe
Universitéat: Technische Universitat Berlin
Kurs/Modul: Analysis I und Lineare Algebra fiir Ingenieurwissenschaften

Erstellungsdatum: September 6, 2025

Zielorientierte Lerninhalte, kostenlos!
Entdecke zugeschnittene Materialien fur deine Kurse:

https://study.AllWeCanLearn.com

Analysis | und Lineare Algebra fiir Ingenieurwissenschaften




All We Can Learn

Lernzettel: Hohere Ableitungen, Taylorpolynom und Taylorreihe

(1) Hohere Ableitungen und Taylor-Notation. Sei f auf einem Intervall [ um einen Punkt
a € I dreimal bzw. bis Ordnung n + 1 differenzierbar. Die Ableitungen héherer Ordnung nennen
wir f®) mit £ =0,1,...,n4+ 1 und f© = f. Die Taylor-Polynomordnung n von f um a ist

(g
Tn(x)zzf (a) (z — a).
k=0

k!

Der Restterm in der Lagrange-Form lautet

Fe )

R,i1(x) = (OEs) (x —a)™,  mit £ zwischen a und z.

Zusammen ergibt sich die Taylor-Reihe (falls konvergiert)

f(z) =Tu(x) + Roya ().

(2) Taylorpolynom. Das Taylorpolynom ordnet einer Funktion nahe a eine einfache Poly-
nomfunktion zu, die deren Verhalten bis zur Ordnung n approximiert. Die zentrale Gleichung

st
) (g
1.0 = 3 D ooy

Beispiele: - Betrachte f(x) = e” und a = 0 (Maclaurin-Reihe):

n (Ek
T(x) =) 0
k=0

Der Restterm ist

£
mewzagjﬁx“% ¢ € (0,).

- Betrachte f(z) = In(1 + z) mit a = 0 (Maclaurin-Reihe, |z] < 1):

n

T,(z) = Z(—D’“’l%-

k=1
Die vollstandige Taylorreihe lautet

2 ad

n(l4+a)=0— 42 ...
n(l+z)=x 5t 3

Der Radius der Konvergenz ist R = 1; aufserhalb von (—1,1) gilt die Reihe nicht mehr sicher.

(3) Taylorreihe. Die Taylorreihe von f um a ist die Potenzreihe

0 ¢(n)(q
Zf '()(x—a)”.

n.
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Wichtige Eigenschaft: Die Reihe konvergiert im Intervall |x — a| < R mit Radius R > 0. Der

Radius lasst sich allgemein iiber die Koeffizienten c¢,, = &,(a) bestimmen:

Beispiele zur Konvergenz: - f(z) = €® hat R = oo (unbeschrénkter Konvergenzradius). -
f(z) =sinx und f(z) = cosx haben ebenfalls R = co. - f(x) =In(1 + ) um a =0 hat R = 1.

S (a)

n!
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R= (lim sup \"/]cn|) = (lim sup {

n—o0 n—oo

(4) Konvergenz und Fehlerabschéitzung. - Falls f analytisch in einer Umgebung von a ist,
konvergiert die Taylorreihe zu f in einem Intervall |x — a| < R. - Der Restterm R, 1(z) liefert
eine obere Abschétzung des Fehlers bei endlicher Ordnung n. Im Lagrange-Form bleibt R,, ;1 ()
abhéngig von einem Zwischenwert &.

(5) Anwendungshinweise. - Taylorpolynome dienen zur lokalen Approximation von Funktio-
nen durch Polynome. - Erste Ordnung (Linearisierung):

f(x) ~ f(a) + f'(a) (x — a).

- Hohere Ordnung liefern genauere Approximationen und ermoglichen Fehlerabschiatzungen durch
den Restterm.

(6) Beispiele und kurze Ubung. - Approximiere f(z) = cosz um a = 0 bis Ordnung n = 4.
Die Maclaurin-Reihe von cos z ist

2 ot
costz =1— o7 + VT
Danach ist
x?  xt
T =1—-—+ —.
1) > T2

- Bestimme die Taylorreihe von f(x) =+1/1 4 2 um a = 0 bis Ordnung n = 3. Es gilt

11 1
V1 =14 -o— 2>+ —2>+....
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Daraus ergibt sich

1 1 1
T3(x) =1+ 2%~ §x2 + EIS.
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