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Lernzettel: Lineare Differentialgleichungen und Lösungsverfahren

(1) Allgemeine Form linearer DGL.
Eine lineare Differentialgleichung n-ten Ordnung hat die Form

an(x) y(n) + an−1(x) y(n−1) + · · ·+ a1(x) y′ + a0(x) y = q(x),

mit Koeffizientenfunktionen ak(x) und rechtsseitiger Funktion q(x). Die Gleichung ist linear in y
und seinen Ableitungen. Bei q(x) = 0 spricht man von der Homogen-Gleichung; deren Lösungs-
mengen bilden einen Vektorraum. Bei q(x) 6= 0 spricht man von der inhomogenen Gleichung.

(2) DGL erster Ordnung, Integrationsfaktor.
Betrachte lineare DGL erster Ordnung in der Form

y′(x) + p(x) y(x) = q(x).

Der Integrationsfaktor ist

µ(x) = exp

(∫
p(x) dx

)
.

Es gilt
d

dx

(
µ(x) y(x)

)
= µ(x) q(x),

und damit
y(x) =

1

µ(x)

(∫
µ(x) q(x) dx+ C

)
.

Beispiel 1. Löse y′ + 2y = ex.
p(x) = 2⇒ µ(x) = e2x.

d

dx

(
e2xy

)
= e2xex = e3x.

e2xy =

∫
e3x dx = 1

3
e3x + C, y(x) = e−2x

(
1
3
e3x + C

)
= 1

3
ex + C e−2x.

(3) DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Gliedert man

y′′ + a y′ + b y = 0.

Der Ansatz y = erx führt zur Charakteristik

r2 + a r + b = 0 ⇒ r1,2 =
−a±

√
a2 − 4b

2
.

Fallunterscheidung der Lösungen.

• Echte verschiedene reelle Wurzeln r1 6= r2:

y(x) = C1 e
r1x + C2 e

r2x.
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• Doppelte reelle Wurzel r1 = r2 = r:

y(x) = (C1 + C2x) erx.

• Komplexe Wurzeln r1,2 = α± iβ:

y(x) = eαx
(
C1 cos(βx) + C2 sin(βx)

)
.

(4) Nicht-homogene DGL zweiter Ordnung.
Gleichung

y′′ + a y′ + b y = g(x).

Allgemeine Lösung ist
y(x) = yh(x) + yp(x),

mit yh Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung und yp einer besonderen Lösung.

Lösungsmethoden.

– Methode der unbestimmten Koeffizienten (falls g(x) Form Polynome, ecx, sin(cx), cos(cx)
hat).

– Variation der Konstanten (Allgemeine Methode).

Beispiel 2. Löse y′′ + 3y′ + 2y = ex.
Lösungsanteil yh = C1e

−x + C2e
−2x. Versuch yp = Aex. Einsetzen liefert

(Aex)′′ + 3(Aex)′ + 2(Aex) = (1 + 3 + 2)Aex = 6Aex = ex,

also A = 1
6
. Damit

y(x) = C1e
−x + C2e

−2x +
1

6
ex.

(5) Systeme linearer Differentialgleichungen.
Schreibe Systeme in Matrixform

y′(t) = Ay(t), y(t) ∈ Rn, A ∈ Rn×n.

Lösung durch Matrixexponential

y(t) = eAt y(0), eAt = V eΛt V −1,

falls A diagonalisierbar ist (A = V ΛV −1, Λ = diag(λ1, . . . , λn)).

Beispiel 3. Falls A =

(
0 1
−2 −3

)
, dann det(A − λI) = λ2 + 3λ + 2 = (λ + 1)(λ + 2) mit

λ1 = −1, λ2 = −2. folgt eine explizite Lösung mittels Eigenvektoren.
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(6) Laplace-Transformation (Kurzüberblick).
Die Laplace-Transformation wandelt DGLs in algebraische Gleichungen um. Wichtige
Eigenschaften:

L{y′} = s Y (s)− y(0), L{y′′} = s2Y (s)− s y(0)− y′(0).

Für lineare Gleichungen werden Anfangswerte in die Transformierte integriert und an-
schließend y(t) = L−1{Y (s)} bestimmt.

(7) Lösungsprinzipien und Randprobleme.

– Superpositionsprinzip: Lösung von inhomogenen DGLs durch Addition der Teil-Lösungen.

– Rand- vs Anfangsproblem: Anfangswerte bzw. Randwerte festlegen, um Konstanten
zu bestimmen.

– Stabilität und Langzeitverhalten: Einfluss der Eigenwerte auf das Verhalten.

(8) Anwendungen in der Technik.
- Mechanische Schwingungen (Massen-Feder-Dämpfer).
- Elektrische Schaltungen ( RC-, RL-, RLC-Schaltungen ).
- Wärmeleitung und Strömungsprobleme in linearen Modellen.

(9) Übungsbeispiele (Kurzform).
- Bestimme die Lösung der DGL erster Ordnung y′ + y = sinx.
- Löse y′′ − 4y′ + 5y = 0.

- Löse das System y′ =

(
0 1
−2 −3

)
y.
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