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All We Can Learn

Lernzettel: Harmonische Funktionen und der Zusammenhang mit holomorphen Funk-
tionen

(1) Definition und Grundbegriffe.
Eine Funktion v : Q € R? — R heift harmonisch, wenn

’u  0*u

A = —_— —_—
“ 8x2+8y2

0.

Dabei ist der Operator A der Laplace-Operator. Harmonische Funktionen treten als Real- bzw.
Imaginéarteile von holomorphen Funktionen auf.

(2) Zusammenhang mit holomorphen Funktionen.
Sei f = u + iv eine holomorphe Funktion in € mit u,v : @ — R. Dann gelten die Cauchy-
Riemann-Gleichungen

Uy = Uy, Uy = =g,

und sowohl w als auch v sind harmonisch:

Au =0, Av = 0.

(3) Harmonicer Konjugat und lokale Holomorphie.

Unter der Annahme, dass €2 einfach zusammenhéngend ist, existiert zu jeder harmonischen Funk-
tion u lokal eine Konjugatfunktion v, sodass f = u+ v holomorph in €2 ist. Diese Konjugate sind
eindeutigbis auf eine additive Konstante.

(4) Beispiele.

- Beispiel 1: f(z) = 2% mit z = z + iy. Dann

U(il?, y) = 1’2 - y27 U(l’, y) = 2$y,

und
- Beispiel 2: f(z) = z. Dann

und

(5) Zusatz-Eigenschaften.
- Mean-Wert-Eigenschaft: Eine harmonische Funktion erfiillt das Mittelwertprinzip iiber Kreise:

- 2r

1 2m )
u(a) = —/ u(a + re') do.
0

- Maximumprinzip: Auf kompakten Teilmengen eines Gebietes nimmt eine harmonische Funktion
das Maximum bzw. Minimum nur an Randpunkten an (aufer Konstante).
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(6) Geometrische Interpretation.
- Harmonische Funktionen modellieren Potentialfelder (z. B. Elektromagnetik, Stromungs- bzw.

Wirmeleitung).
- Holomorphe Funktionen liefern durch v und v Konformale Abbildungen: Lokale Winkel werden

erhalten.
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