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All We Can Learn

Lernzettel: Poisson- und Dirichlet-Formeln, Randwertprobleme im Einheitskreis

(1) Randwertproblem im Einheitskreis. Gegeben sei eine stetige Randfunktion g : 2| =1 —
R bzw. C. Gesucht ist eine harmonische Funktion u im offenen Einheitskreis D = {z : |z| < 1}
mit der Randbedingung

Uljz=1 = g.

Formulierung: Finde v € C?(D) N C(D) mit

Au=0 inD und uf= =g

(2) Poisson-Formel (Randwertlésung im Einheitskreis). Fir 0 < r < 1 und 6 € R gilt die
Poisson-Integralformel:
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ur0) = 5= [ PO 0)9(0)do.
T
mit dem Poisson-Kernelfunktion
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(3) Dirichlet-Formeln (Dirichlet-Kern und Fourier-Summen). Dirichlet-Kern:

n

Do)=Y e* =142 cos(kyp).
k=1

k=—n

(3’) Dirichlet-Partial-Funktionen (Fourier-Summen). Die n-te partielle Fourier-Summe

von f ist gegeben durch
T

(4) Zusammenhang zwischen Poisson- und Dirichlet-Formeln. - Die Poisson-Integralformel
liefert die harmonische Erweiterung einer beliebigen Randfunktion ¢ ins Innere des Disk.

- Die Dirichlet-Operatoren liefern die Fourier-Partialschritte der Randfunktion. Insbesondere
konvergiert s,g gegen g unter geeigneten Regularitdtsannahmen, wahrend der Poisson-Operator
die harmonische Erweiterung liefert.

(5) Wichtige Eigenschaften. - Eindeutigkeit: Das Randwertproblem im Einheitskreis besitzt
eine eindeutige harmonische Losung, falls g stetig ist. - Stetigkeit bis zum Rand: Falls g € C'(0D),
dann konvergiert der Poisson-Integralwert gegen g auf 0D. - Maximumprinzip: Eine harmonische
Funktion erreicht ihr Maximum/Minimum im Rand.

(6) Beispiele (skizziert). - Sei g(¢) = cos(k¢) mit £ > 0. Dann ist
u(r, ) = r* cos(k0),

eine harmonische Erweiterung, die die Randbedingungen erfiillt.
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- Sei g(¢) = 1 konstant. Dann ist
u(r,0)=1 (0<r<1),

die triviale harmonische Erweiterung.

(7) Notation und Sinne. - D = {z : |z| < 1} = Einheitskreis. - z = re? in Polarform. -
Au= 2Ly 4 ?)273 = Laplace-Operator.
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